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PAR J. BOLTAI 

PRÉCÉDÉ D'DKB 

HOna SUB IiA m R U8 TBATAUZ de W. ST de j. BOLTII 



PAR M. Fr. SGHMIDT 



NOTE DU TRADUCTEUR. 

Depuis que la' publication de la Correspondance de Gauss avec 
Schumacher a exhumé les idées du grand géomètre sur la théorie des 
parallèles, le nom de Boljai est devenu inséparable de ces profondes 
découvertes. C'était donc un devoir pour la science européenne 
d*arracher à un injuste oubli la mémoire des deux hommes qui ont 
illustré ce nom. 

L*auteur de la Notice dont nous publions la traduction , M. Fr. 
Schmidt, s'est consacré à cette œuvre de réparation avec un dévoue- 
ment infatigable, que n'ont rebuté ni la lenteur des communications 
entre les diverses parties de J'empire hongrois, ni la difficulté de se 
procurer, dans la patrie même de Boljai, les détails nécessaires sur 
les deux hommes qui l'ont rendue célèbre. 

C'est encore au savant architecte de Temesvàr que nous devons la 
possession du rarissime opuscule de J. Boljai, que nous avons re- 
produit à la suite de la Notice sur l'auteur, certain qu'il ne manquera 
pas d'exciter l'intérêt de tous ceux qui aiment vraiment la science. 

Par cette publication, la Société des Sciences phjsiques et natu- 
relles continue l'œuvre qu'elle a commencée en insérant dans son 



précédent volume les recherches de Lobatschewsky sur le môme 
sujet. 

Puisse cet hommage rendu au géomètre hongrois décider ses 
compatriotes à tirer de ses papiers, déposés au Collège de Marcs 
Vâsârhely, les remarquables travaux qu'ils doivent renfermer, et 
dont nous ne connaissons encore que les titres I 

J. H. 



NOTICE SDR LA VIE ET LES TRAVAUX 



DES DEUX MAOUÉMATIGIENS H0NQB0I6 



WOLFGANG ET JOHANN BOLYAI DE BOLYA 



PAR 11. FBANZ SCHUIDT, 

* 
ARCHITECTE A TEMESVÀR. 



L'esquisse biographique que je vais tracer est encore fort in- 
complète ; mais comme il n'y a guère lieu de s'attendre à voir 
paraître prochainement une histoire détaillée des deux hommes 
éminents auxquels sont consacrées ces pages, je me suis décidé à 
publier les documents que j'ai pu rassembler, d'après les rensei- 
gnements imprimés, oraux ou manuscrits que j'ai pu me procurer, 
dans l'espoir que les personnes qui sont à même de fournir des 
informations plus nombreuses ou plus précises seront engagées par 
cet essai à les livrer bientôt à la publicité. 

Ces deux hommes, le père et le fils, après avoir consacré leur 
puissante intelligence à une science bien peu cultivée dans leur 
patrie, vivant à l'extrémité de la Transylvanie, dans une contrée 
magnifique, mais où le commerce des livres n'a point encore péné- 
tré, se sont trouvés hors d'état de propager et de faire apprécier leurs 
découvertes, qui maintenant, longtemps après leur mort, attirent 
de plus en plus l'attention des hommes de science chez toutes les 
nations cultivées de l'Europe. Les noms de Gauss, de Gerling, de 
Baltzer, de Grunert en Allemagne, de Hoiiel, de Battaglini, de Forti 
en France et en Italie, sont garants que les travaux des Bolyai ne 
tomberont pas dans l'oubli ; et, j'en ai la conviction, la prédic- 
tion de Baltzer, que le nom de Bolyai sera un jour prononcé avec 
respect, est déjà accomplie. 
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WoLFGANG BoLYAi DE BoLYA (en hongTois, Bolyai Farkas) (*) 
naquit le 9 février 1775 à Bolya, dans la partie de la Transylvanie 
dite le Pays des Sicules (Székelyfôld) . Dès sa jeunesse, ayant 
longtemps souffert d'une maladie des yeux, il donna des preuves 
d'une mémoire extraordinaire, en récitant sans faute des pages 
entières après une seule lecture. Il fit ses premières études à 
Enyed,et plus tard, à Klausenburg. Pour compléter son instruction, 
il partit pour TAllemagne avec un fils du baron Simon Kemény, 
se rendit en 1797, d'abord à léna, puis à Gœttingue, où Bolyai se 
consacra aux sciences philosophico-mathématiques. Malheureuse- 
ment, les deux amis étaient encore si peu versés dans la science de 
réconomie domestique, que, Kemény étant allé chercher dans son 
pays de nouveaux moyens de subsistance, le pauvre Bolyai dut 
rester pour gage, en attendant son retcfur. 

Bolyai fit à Gœttingue la connaissance de Gauss, et se lia avec 
lui d'une amitié qui dura toute la vie de ces deux hommes, et qui 
fut la consolation des mauvais jours de privations et d'amertumes, 
au milieu desquels s'écoula la longue existence du savant hongrois. 
Les lettres de Gauss à son ami ont été envoyées par celui-ci, en 
1855, au professeur Sartorius von Waltershausen, qui travaillait 
ifiors à sa Biographie de Gauss (^). Il est bien à souhaiter que cette 
correspondance si intéressante soit bientôt publiée. 

Cette liaison avec Gauss ne contribua pas peu aux progrès de 
Bolyai dans les mathématiques. Gauss avait une haute estime pour 
la science de ^Bolyai, et fondait sur lui de grandes espérances. 

Bolyai, dit Sartorius von Waltershausen ('), est un esprit hors 
ligne, dont Gauss a dit, il y a longtemps, que c'était le seul homme 
qui eût complètement saisi ses vues métaphysiques sur les Mathéma- 
tiques. D'après les quelques pages que nous avons de lui, c'est un 
penseur profond, un beau caractère ; son" expression originale rappelle 



(*) .Wdrzbach, Biographisches Lexikon. 2« partie. Vienne, 1857. 
(') Nous devons ce renseignement au professeur Szabô, de Maros Vâsârhely. 
fNote du Trad.J 
(') Gauss zum Gedachtniss, Leipzig, 1856, p. 17, 
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souvent le stjle de Jean Paul. Confiné dans un coin- écarté de la terre, 
isolé de toute âme à la hauteur de la sienne ; naguère encore (1849), 
dans ses vieux jours, au milieu du tumulte d'une révolution dévas- 
tatrice, entouré du carnage et des horreurs de la guerre civile, réduit 
à quelques débris de sa modeste fortune, mais fort du noble calme 
d'une conscience pure, il jette, au delà du spectacle déchirant des 
souffrances que s'impose la folie humaine, un regard d'espoir sur les 
vagues de Téternité; il se plaint seulement de n'avoir jamais eu le 
bonheur de pouvoir se frayer à lui-même son chemin, tout ayant 
presque toujours tourné contre lui. « Cependant, » dit-il dans une 
lettre, «je me croirai les mômes droits qu'à mes pareils, les autres 
» vermisseaux, jusqu'à ce que bientôt, réconcilié avec mon sort, 
» j'aille trouver le repos dans une tombe ignorée. » 

Benzenberg aussi, dans une lettre écrite à Gauss, en 1801, ex- 
prime son opinion sur Bolyai, en disant que c'est un des hommes 
les plus extraordinaires qu'il ait jamais rencontrés. 

Un des jeunes amis de Gauss, Ide, de Brunswick, écrivait à ce 
dernier, le 23 mai 1799 : « Bolyai assistera sûrement à la fête du 
tir qui aura bientôt lieu ici, mais seulement en philosophe, pour 
y trouver matière à réflexions sur les folies humaines. C'est là sa 
maxime, comme je Fai reconnu dans mainte occasion. Il ne man- 
que pas à une seule de ces assemblées mondaines, non certes pour 
s'amuser avec les autres, mais pour y raffermir la sérénité de 
son âme. y> 

Après la mort de Gauss (1855), le roi de Hanovre fit envoyer à 
Bolyai la grande médaille d'argent et de bronze, frappée à la mé- 
moire de l'illustre géomètre. Les savants de Gœttingue restèrent 
jusqu'à la fin en correspondance suivie avec Bolyai, et le tinrent 
au courant de tout ce qui s'était produit dans le monde scientifique 
depuis la mort de son ami . 

II. 

De retour dans son pays, en 1802, Bolyai fut nommé professeur 
de mathématiques, de physique et de chimie au Collège Réformé 
de Maros-Vâsârhely. Dans cette chaire, qu'il a occupée pendant près 
d'un demi-siècle, il a eu pour élèves la plupart des professeurs 
actuels de la Transylvanie, et une grande partie de la noblesse du 
pays. 
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Outre les devoirs de sa place, qu'il a toujours remplis avec une 
conscience scrupuleuse et un zèle soutenu, Bolyai, dans les pre- 
mières années de son professorat, s'occupa aussi de poésie. Il a 
laissé cinq tragédies en prose, imprimées en langue hongroise, 
sans nom d'auteur, en 181 7 ,et dont voici les titres : 1** Pausanias; 
2° Mahomet; 3^ Simon Kemény; 4° le Triomphe de la Vertu sur 
r Amour; 5° la Victoire de l'Amour sur la Vertu. Les premières 
de ces pièces ont, à ce qu'il paraît, un vrai mérite poétique. Plus 
tard (1818) parut le Procès de Paris, drame en cinq actes. En 
1819, il traduisit en hongrois YEssay on Man, de Pope, et le 
publia précédé de la traduction d'un choix de poésies anglaises et 
allemandes. La tournure poétique de son esprit et la vivacité ex- 
traordinaire de son imagination se montrent de la manière la plus 
frappante jusque dans ses ouvrages mathématiques. 

Dans la suite, son ardeur créatrice se tourna vers la musique, 
et le violon, son instrument favori, l'aida à exprimer en mélodies 
ses sentiments et ses pensées. Rien de tout cela ne lui fit négliger 
la science, et l'activité de sa plume se consacra presque entière- 
ment aux études mathématiques. Les ouvrages de Bolyai ont paru 
successivement dans l'ordre suivant, tous sans nom d'auteur : 

(a) Az arithmetica eleje (az elô-szôban irt môdôn) B, B. F. 
Mathesist es Physïcàt tanitôPàllal. Maros-Vàsàrhelyt , i830. 
Nyomiatott a reformât Kollégyom betuivel Felsô Visti Kali Josef 
àltal. (a Éléments d'Arithmétique (d'après les principes indiqués 
ï dans la Préface), par le Professeur de Mathématiques et de Phy- 
ï> sique. Maros-Vâsârhely, 1830. Imprimé avec les caractères du 
» Collège Réformé, par Joseph Kali de Felsd Vist. » In-8% avec une 
préface de xviii pages, 1 page d'errata, 162 pages de texte, et un 
tableau représentant l'Arbre de la Science. — Cet ouvrage est com- 
plètement épuisé. L'exemplaire de la bibliothèque du Collège 
Réformé est enrichi de remarques de Johann Bolyai. Ce Traité de 
Mathématiques, qui devait se composer de cinq parties, a été, 
comme la plupart des livres de Bolyai, publié par voie de sous- 
cription; mais, comme cela arrive d'ordinaire, les souscripteurs 
avaient plus promis que tenu. Voici le contenu du premier volume : 

Introduction, explication des signes, égalité, parties, nombre, 
espace. Division de TArithmétique en pure et appliquée. Addition, 
soustraction. DéSnition du positif et du négatif, avec de nombreux 
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exemples et des représentations graphiques. Limites. Fractions. 
Multiplication et division ; proportions géométriques. Puissances, 
racines, logarithmes. Introduction au Calcul différentiel, au Calcul 
intégral rt au Calcul de variations, avec des notations particulières 
à l'auteur, telles que 

sin X = (s)x, cosa? = (^ a? , tang x = (t) x , 

sin verse a? = @)^5 cos versea7= (w)a? , cotanga? = @ x , 

séca?= (D^?, coséc 0? = (^ a; , arcsina?= (as)a? , 

logvulga?= (7)a? , lognata?= (L)a? , f(x) =(£}x, 

Les souscripteurs n'ayant pas rempli leurs engagements, les 
quatre parties de l'ouvrage qui restaient à publier n'ont pu, mal- 
heureusement, paraître. 

(b) Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos 
purœ, eleméntaris ac sublimions, melhodo inluitiva, evidentiaque 
huic propria, introducendi. Cum Appendice triplici. Auciore 
Prof essore Matheseos et Physices Chemiœque publico ordinario. 
Tomtis priîHus . Maros-Vàsàrhelyini, i832. Typis Collegii Refor- 
matorum, per Josephum et Simeonem Kali de Felsô Vist. — 
In-8, 4f planches en taille-douce. 

(c) Tentamen juventutem, etc. Tomus secundus. Ibidem, 1833. 
In-8, 40 planches. 

Ces deux volumes (b) et (c) ont été encore publiés par sous- 
cription. Ils forment l'œuvre principale de W. Bolyai, à laquelle 
l'auteur renvoie constamment dans ses écrits postérieurs. Le 
PREMIER VOLUME Contient : 

Préface de deux pages : Lectori salutem. Un tableau in-folio 
(Explicatio Signorum. Arbor arithmeticœ geometriœque corra" 
dicata coronisque confluentibus . Ordo quo geometria tractabitur 
prim^o in piano; secundo , redeundo e piano in abyssum spatii). 
Index rerum (i-xxxii). Errata (xxxiii-lxxiv) . Errores recentius 
detecti (lxxv-xcviii). Vient ensuite le texte (p. 1-502), Puis, avec 
une pagination spéciale et un faux-titre, l'Appendice composé par 
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Jobann Bolyai, fils de Wolfgang : Appendix scterUiam spatii 
absolule veram exhibens : a veritate aut falsitaie Axiomalis XI 
Euclidei (a priori haud unquam decidenda) independentem ; ad' 
jecta, ad casum falsitalh, quadratura circîili geometricam Aadore 
JoANNE BoLYAi de eadem, Geometrarum in Exerciiu Cœsareo 
Regio Austriaco Casirensium Capitaneo. 26 pages de texte, S pages 
Serrata. — Enfin (pages i-xvi), en langue hongroise, les noms des 
souscripteurs, la nomenclature mathématique, et des additions à ce 
volume, par W. Bolyai. Des quatre planches de figures, les trois 
premières se rapportent au corps du texte, la dernière à l'Appendta:. 
Voici un aperçu des matières traitées dans ce premier volume : 
Division de Tensemble des sciences. Introduction. — (Radixj.Coxx^ 
d'œil général sur Farithmétique. Axiomes. Addition, soustraction, 
grandeurs incommensurables, limites, quantités variables, frac- 
tions, multiplication, division, proportions géométriques, règle 
des signes dans la multiplication et la division ; interversion des 
facteurs, multiplication des facteurs égaux, formation des puis- 
sances, racines, logarithmes. — (Truncus). Représentation des 
grandeurs par des temps. Addition, soustraction, multiplication, 
division, fractions, proportions, limites, puissances, racines, loga- 
rithmes, quantités imaginaires (traitées avec beaucoup de déve- 
loppement). Théorème du binôme; séries logarithmiques, leur 
convergence ; module des logarithmes, logarithmes imaginaires. — 
(Corona) (p. 17.8-442). Fonctions, leur formation; différentielle 
d'une fonction d'une seule variable. Éléments du calcul intégral. 
Différentielles partielles. Exemples tirés de la géométrie et de la 
mécanique. Différentielle d'une série convergente. |, . Quadra- 
ture des sections coniques. Rectification. Exemples tirés de la Dy- 
namique. Cubature des corps. Différentielles des fonctions trigo- 
nométriqueset circulaires. Tangentes, longueur d'un arc de courbe, 
sous-tangentes, normales, sous-normales, g . Théorème de Taylor, 
avec la détermination du reste; développements de (1-f a;)% 
{l + zYK Théorème de Taylor pour le cas de plusieurs variables. 
Maxima et minima; applications géométriques. Éléments du calcul 
des variations. — (Rami coronœ arborisj. Théorie des équations. 
Équation a;"— 1 =0, sa construction géométrique. Transformation 
des équations. Résolution des équations numériques (d'après 
Newton et Lagrange). Méthode d'élimination de Bézout. Équations 
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indéterminées. Fractions continues ; leurs applications aux équa- 
tions. Démonstration de Gauss que toute équation a une racine (^). 
Depuis la page AM jusqu'à la fin : Coup d'œil général sur la géo- 
métrie (^). — Vient ensuite YAppendix de Joh. Bolyai, à l'impres- 
sion duquel ce dernier a contribué lui-même pour 104 florins 54 
kreuzers (^). Ce Mémoire contient une exposition nouvelle et ra- 
tionnelle de la Théorie des parallèles, qui se rencontre pour les 
résultats avec les travaux similaires faits à Kasan, vers la même 
époque, par Lobatschewsky (*), sans qu'aucun des deux géomètres 
eût connaissance des découvertes de l'autre. Gauss s'était aussi 
occupé de cet objet dans sa jeunesse, et depuis encore (*), mais il n'a 
jamais rien publié de ses recherches. Nous savons seulement qu'elles 



(*) Primitiœ messis diUssimœ — quasi Stella venientis solis nuncia — veie- 
ranum juvenis opus — adinstar Herculis dum serpentem infans disrupit, 
(Page 425.) ^ 

n Cette partie traite, entre autres choses, de la défînition du plan et de 
la ligne droite, à un point de vue analogue à celui qu'il a développé plus 
tard dans l'ouvrage (h), quoiqu'on partant d'un principe un peu diffé- 
rant. Il s'occupe ensuite de la théorie des parallèles, et, à propos des divers 
systèmes qui sont possibles lorsqu'on n'admet pas l'axiome XI d'Euclide, il 
ajoute : « Appendicis Auctor, rem acumine singulari aggressus, Geometriam 
pro omni casu absolute veram posuit^ quamvis e magna mole, tantum summe 
necessaria, in Appendice hujus tomi exhibuerit, multis fut tetraedri resolutione 
gênerait, pluribusque aliis disquisitionibus elegantibusj brevitatis studio omis- 
sis. Il dit plus loin : Nihibminus tamen quœstio suboritur : quid si novum 
axioma detur, per quod determinetur u (ce que Lobatschewsky nomme I'angle 
DE parallélisme) ? Tentamino idcirco, quœ olim feceram, breviter exponenda 
veniunt, ne scUtem alius quis operam eamdem perdat, 

W. Bolyai parle en plusieurs endroits avec une sincère admiration du beau 
travail de son fills. Ainsi, il dit : 

(T.l, p. 502). Nec operœ pretium est plura referre; quum res tota ex altiori 
contemplationis puncto, in ima penetranti oculo, tractetur in Appendice se- 
quente, a quovis fideli veritatis purœ alumno digna legi, 

(T. II, p. 380). Denique aliquid Auctori Apperuiicis,,, addere fas sit: qu 
tamen ignoscat, si quid non acu ejus teligerim, 

P) Tentamen (T. II, p. 384), 

(*) Lobatscheswky, Geometrische Untersuchungen, Berlin, 1840. (Voy. Mém, 
de la Soc. des Se. phys. et nat., T. IV, l®*" cah., p. 87.) 

P) Corresp, de Gauss et de Schumacher, T. II, p. 261. {Mém. de la Soc. de 
Sc.phys. etnaU, T. IV, 1» cah., p. 123.) 
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étaient en complet accord avec celles de nos deux auteurs. U ne 
s'en est pas moins écoulé près de quarante années avant que ces 
vues profondes fussent arrachées à Toubli, et le D' R. Baitzer, 
de Dresde, s'est acquis des titres impérissables à la reconnaissance 
de tous les amis de la science, en attirant, le premier, leur atten- 
tion sur les travaux de Bolyai, dans la seconde édition de ses 
excellents Éléments de Maihémaliques (Dresde, 1866-67). Suivant 
les traces de Baitzer, le professeur Hoiiel, de Bordeaux, dans une 
récente brochure intitulée : Essai critique sur les principes fon- 
damentaux de la Géométrie élémentaire, a donné des extraits du 
livre de Bolyai, qui contribueront certainement à faire rendre à ces 
idées nouvelles la justice qu'elles méritent. Ces extraits seront 
d'autant mieux accueillis que les ouvrages de Bolyai sont mainte- 
nant complètement épuisés. 

Les additions à ce premier volume, celles du moins qui forment 
les pages ux-xcvni, semblent avoir été imprimées plusieurs an- 
nées après le reste de l'ouvrage. Elles contiennent des études sur 
la convei^ence des séries. 

Le Tome second du Tentamen renferme : La suite de l'exposition 
de la Géométrie et de la Trigonométrie; les Sections coniques, la 
Stéréométrie et la Trigonométrie sphérique. De plus, dans qn Ap- 
pendice, les éléments de la Perspective, de la Gnomonique et de la 
Chronologie. Puis des Additions au Tome premier (Théorie des 
combinaisons, calculs d'intérêts, applications des logarithmes). 
Enfln une addition à VAppendix du premier volume. Il existe 
encore quelques exemplaires de ce Tome II dans le commerce. 

Lorsque le Tentamen tomba entre les mains de Gauss, celui-ci 
en devina immédiatement l'auteur. 

(d) Az Arithmetikànak, Geometriànak es Physikànak eleje, 
a M. Vàsârhelyi Kollégyom béli alsobb Tanulôk szàmàra a hehjbéli 
Professor àltaL Elso Kôtet. M. Vàsàrhelyen, 1834. Éléments 
d'Arithmétique, de Géométrie et de [Physique, pour jles élèves du 
Gymnase élémentaire de Maros-Yâsârhely, [par le professeur de 
cet établissement. Première partie, 1834. In-8. — Préface et Table 
des matières (p. i-x); texte (p. 1-90). — De ce Traité, qui devait 
comprendre cinq parties, la première partie seulement a paru. Elle 
contient les mêmes matières que le volume indiqué (a), moins 
l'Introduction au calcul différentiel, au fcalcul intégral et au calcul 



DE W0LPGAN6 ET JOHANN BOL Y AI. 15 

des variations. — Il en reste encore un petit nombre d'exemplaires. 

(e) A marosvâsârhelyt i829 nyomtatoU Arithmelika el^ének 
râviditett részint bôvilett, âltalàn jobbiioU, s tisztàlttabb kiadâsa 
— A szerzôàltal M. Yàsàrhelyt. 1843. — Les Éléments d'Arithmé- 
tique imprimés à Maros-Vâsârhely en 1829, en partie abrégés, en 
partie développés; édition revue, améliorée et corrigée par Fauteur. 
Maros-Vâsârhely, 1843. — In-8. — Préface et Table des matières 
(p. i-xLiv), texte (p. 1-386), 2 planches en taille-douce. — Comme 
l'annonce le titre, le livre est une édition augmentée et corrigée 
du livre désigné par (a). Dans sa Préface, Fauteur s'exprime ainsi 
sur cette nouvelle édition : <k II voulait d'abord, dans sa vieillesse, 
1» reproduire sous une forme épurée les idées auxquelles il était 
i> parvenu dans sa jeunesse par la seule méditation : mais on ne 
3> peut s'attendre à trouver dans l'automne des grappes sur la vigne, 
» si la grêle ne l'a épargnée dans l'été. En second lieu, il voulait, 
» comme professeur, simplifier et développer la première édition, 
3> et du moins pouvoir remplacer l'usage du tome I du Tentamen 
T> latin. Si, outre le système, il se rencontre souvent quelque chose 
i> d'insolite, la faute en est à une longue maladie des yeux et à un 
]> défaut de connaissances. Pendant cette maladie, l'auteur a dû se 
D soumettre à un genre de vie qui lui interdisait l'usage de ses 
T> yeux; il a donc été forcé, jusqu'au rétablissement de sa vue, de 
:i> retrouver par la simple méditation toutes ses connaissances ma- 
D thématiques antérieures. y> 

Cet ouvrage n'est point une traduction littérale du Tentmnen. 11 
contient seulement, avec des suppressions et des additions, la 
partie arithmétique de l'ouvrage latin. Par exemple, on n'y trouve 
plus la démonstration de Gauss, le calcul de variations, etc.; 
d'autre part, les caractères de convergence des séries y sont plus dé- 
veloppés. En beaucoup d'endroits, l'auteur ^renvoie au Tentamen. 
— On peut encore trouver des exemplaires de cet ouvrage. 

(f) Arithmeiica eleje kezdôknek. Éléments d'arithmétique pour 
les commençants. — Sans titre ni date. D'après une note marginale 
de l'auteur, l'ouvrage semble avoir été imprimé en 1845. Il con- 
tient, en 40 pages in-8, les quatre opérations fondamentales, la 
règle de trois, la règle de société, les fractions décimales, les élé- 
ments du calcul littéral ; addition, soustraction, puissances, racines, 
progressions géométriques, et applications aux calculs d'intérêt. 
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(s) Urtan elemei kezdôknek. Éléments de la science de Tespace 
pour les commençants. — Également sans titre ni date. D'après 
une note, imprimé en 1846; 42 pages de texte, in-8. A cet 
opuscule appartiennent 5 planches de figures, qui n'ont jamais été 
imprimées. L'auteur en avait dessiné de sa main un double exem- 
plaire. Dans son testament, il fait observer à ce sujet a que ces 
]> figures peuvent être facilement reproduites par ceux qui en 
1^ auront besoin, puisque ce sont des enfants qui ont dessiné celles 
D qui existent. ]> Ces mots se rapportent à un troisième exem- 
plaire, avec figures dessinées par un petit-fils de W. Bolyai (un fils 
de Johann). Les trois exemplaires sont la propriété du Collège 
Réformé de Maros Vâsârhely. 

Voici le contenu de Touvrage : Définition de l'espace, de la sur- 
face, de la ligne, du point, de la ligne droite, des parallèles (avec 
renvoi à VAppendix) ; angles, triangles, leur égalité et leur simili- 
tude. Quadrilatères, leur surface ; théorème de Pythagore. Cercle. 
Définitions de l'abscisse et de l'ordonnée. Calcul de l'aire des poly- 
gones et du cercle. Applications à la géométrie pratique : mesure 
des hauteurs, nivellement, calcul des surfaces. Introduction à la 
trigonométrie, en 4 pages, contenant les définitions du sinus, du 
cosinus, de la tangente, de la sécante; formules pour sin (a ±6). 
Puis deux pages de corrections et d additions. 

Le dernier ouvrage de W. Bolyai, le seul qu'il ait composé en 
langue allemande, est intitulé : 

(11) Kurzer Grundriss eines Versuchs : I. Die Arithmetik, durch 
zweckmàssig construirte Begriffe, von eingebildeten und unendr 
lich'kleinen Grossen gereinigt, anschaulich und logisch - streng 
darzustellen. II. In der Géométrie, die Begriffe der geraden Linie, 
der Ebene, des Winkels allgemein, der winkellosenFormen, und 
der Krummen, der verschiedenen Arten der Gleichheit u. d. gl. 
nicht nur scharfzu bestimmen; sondem auch ihr Seyn im Raume 
zu beweisen : und da die Frage, ob zwey von der dritten geschnit- 
tene Geraden, wenn die Summe der inneren Winkel nicht=2/?, 
sich schneiden oder nicht? niemand au f der Erde ohne ein Axiom 
{wie Euclid dos XI) aufzustellen, beaniworle^i wird; die davon 
unabhàngige Géométrie abzusondern; und eine auf die Ja- 
Anlwort, andere auf dos Nein so zu bauen, dass die Formeln der 
lelzlen, auf einen Witik auch in der ersten gûltig seyen. — Nach 
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einem laieinischen Werke von 1829, M. Vâsârhely, und eben 
daselbsl gedruckten ungrischen. Maros Yàsàrhely, 1851. 

Courte esquisse d'un essai : I. Pour présenter V Arithmétique 
d'une manière évidente et rigoureusement logique, en la débarras- 
sant, à Taide de conceptions convenables, des quantités imaginaires 
et des infiniment petits; II. En Géométrie, non seulement pour dé- 
terminer avec précision les notions de la ligne droite, du plan, de 
Tangle en général, dés figures sans angles, des figures courbes, des 
différentes espèces d'égalité, etc.; mais encore pour démontrer 
leur existence dans l'espace ; et — comme à la question de savoir « si 
]» deux droites coupées par une troisième se coupent ou ne se cou- 
]» pent pas lorsque la somme des angles intérieurs n'est pas égale à 
> ^ angles droits », personne au monde ne peut répondre sans 
poser un axiome (tel que Taxiôme XI d'Euclide), — pour séparer la 
partie de la géométrie indépendante de cette question, et fonder 
une géométrie sur la réponse affirmaUve, une autre sur la réponse 
négative, de telle sorte que les formules de celle-ci puissent s'appli- 
quer aussi immédiatenient à la première. — D'après un ouvrage 
latin publié en 1829 à Maros-Yâsârbely, et des ouvrages hongrois 
imprimés dans la même ville. -— ln-8, 88 pages de texte. 

L'ouvrage donne (p. 3-42), sous une forme condensée, les princi- 
pales définitions de l'Arithmétique, y compris le calcul difiérenliel 
et intégral, d'après le même système d'exposition que dans le 
Tenlamm. — Page 43 : € Des principes de la Géométrie (autant 
» qu'on peut les exposer brièvement et sans figures). t> L'auteur 
fait mention du travail déjà cité de Nie. Lobatschewsky (Berlin, 
1840), et le compare avec celui de Johann Bolyai, au sujet duquel 
il dit : « Quelques exemplaires de Touvrage publié ici ont été 
]» envoyés à cette époque à Vienne, à Berlin, à Gœttingue.... De 
t Gœttingue, le géant mathématique, qui du sommet des hauteurs 
» embrasse du même regard les astres et la profondeur des abîmes, 
» a écrit qu'il était ravi de voir exécuté le travail qu'il avait com- 
1^ meocé pour le laisser après lui dans ses papiers. -» — L'auteur 
donne encore un court extrait des principes de la géométrie contenus 
dans le tome I du Tenlatnen. Son style est très original, souvent 
difficile à comprendre^ 
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III. 

U 9 nm^ 18â^» Bolyai fut oommé n^^n^bre correspondant de 
Id ç^lioo mathématique dç rjkcadéoue Hongroise. 
. Comme profe^seiijp» Boly^^i, par sqm s^le ardent, exerçait une 
puissante ii^flu^pcç, l)an$ 3a vie privée, c'était un vrai type d'ori- 
ginalité, €^t il Qourt beaucoup d'aneodotea sur ses singularités et ses 
distractions. Un^ de ses occupations Tavorites était la construction 
de modèle de fours et d'appareils de chauffage. Il eut la joie de voir 
adopter de son vivant le poéle-Daniel, construit d'après la tliéorie 
des t^yaui^, et qui. a introduit une réforme complète dans Téconoi- 
mie domestique de te Transylvanie. — Il avait fait couvrir sa voilure 
avec des lattes. 

Les ornements de son antique demeure étaient son violon et ses 
modèles détours. A. la muraille enfumée pendaient les portraits de 
son ami Gauss, de Sbakespeare, qu'il appelait le fils de la Nature, 
et de Schiller, qu'il en appelait le petitrQls. Devant une table gros^ 
sière était assis un vieillard, vêtu de paiiitalons hongrois en gro^^se 
étoffe noire, de haujfcps botter (Gmmen), d une jaquette de flanelle 
blanche, coiffé d'un chapeau à forme basse et à larges borcis : 
c'était Wolfgaag Bol yai . 

Sans Tannéie 1849^ Bolyai M mis à la retraite. Il fit alors f^ire 
son cercueil, écrivit lea lettres de faire part de sa mort, et les fit 
imprimer en 1855 [MeniéSi (ftononce), 8 pages in^-S, 1855].. Pans 
son testament, il ordonna que ses funérailles fua3ent aussi Siimples 
que possible, et qu'on sonnât simplement la cloche de l'École, 
comm^sitgfie q:u'il falleiit partir pour la dernière el la grande Iççon, 
La croyance de BoJyai à rimmortalité de l'âme était inébranlable. 
Il regai'dait la terre comme un bourbier où languit l'esprit enchaîné; 
la mort comme un aege libérateur, qui conduit l'ârae au sortir de 
sa captivité dans, des régions phis beureusias, Sor noble et beau 
caractère est attesté par sa géftéfosité qui oe connais^ it pas de 
bornes, et par son excessive modestie, 

Sa tombe ne.devait porter auciune mai;que. Il permit seulement 
à Tun de ses amis de planter un pommier a^ milieu du gazon sous 
lequel il devait reposer, en mémoire des trois pommes, dont les 
deux premières, celle d'Eve et celle de Paris^ avaient changé la 
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terre en un enfer, et dont Tautre, celle de Newton, Tavait replacée 
au rang des corps célestes. 

Lé jour delà mort de Bolyai, le Collège Réformé publia la lettre 
de ftiire part dont nous avons parlé, en y ajoutant ces mots : 

c L'Adminîslrgtion du Collège Réformé annonce la triste nou- 
2> velle (jtfiaprès quarante-sept ans de bons et infatigables services 
» et cinq afis passés dans le repos, le professeur émérile, corres- 
]& pondant de l'Académie Hongroise, BOLYAI FARKAS (Wolfgang) 
» a cessé de Vivre le 20 novembre 1856, à 9 heures et demie du 
» soir, âçé de près de 82 ans. Les derniers devoirs lui seront 
D rendus le S^tJ, à deux heures après midi. Par respect pour la 
j> volonté du défunt, Tinhumation aura lieu de la manière décrite 
» ci-dessus. )> 

Bolyai ^ Uistsé deux fils, .âoo|t Fun Johann, est mort en 1860, 
capitaine retraité du corps L et B. du Génie; Tautre, Gregor^ agri- 
culteur auprès d'Henp^nstadt, est encore vivant. 

Dans les papiers d^ .1. Boly^j sie tnouyent des notes sur les manus- 
crits laissés par son père, qui se composent d'un grand noipbre 
d'élégies, de six hex^apiètres latins à la ménf^oirede son ami Gauss; 
de phisieurs cahiers iliisiJDlea, écrits pour son usage personnel; 
d'une Géographie mathén^atjiqMe ; de recherches sur le théorème 
de Wilson, et d'un Mé^npine sur les fractions continues : le tout en 
langue hongroise. Ces naanui^its., ainsi que tocs l^s ouvrages im- 
primés de W. Bolyai, sont dev»nii^, d'après son tesLa^nent, la 
propriété du Collège Réformé de Havo» Vâsârhely. 

IV. 

JoHANK Bolyai de Bolya (en hongms Bolyai Jân&s,) &h dix 
précédent, naquit à Klausenburg, en Transylvanie, le 45 dé- 
cembre 480f . Il étudia dane une des institutions fondées en Tran- 
sylvanie par l'Académie Impériale du Génie de Vienne, et il en 
sortit, le 7 septembre 4822, comme cadet du Génie. Le 4" sep- 
tembre 1823, il fut promu sous-lieutenant; et le 46 juin 1833, il 
fut mis à la retraite comme capitaine. 

J. Bolyai était un profond mathématicien, et de plus un violo- 
niste distingué, et un tireur d'armes de première force. Ce dernier 
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talent ne fut pas étranger à sa mise si prompte à la retraite (^). 

A l'exception de YAppendix du premier volume du Tentamen, 
mentionné à Tarticle (b), J. Bolyai n'a rien imprimé. Cependant, 
le peu que nous avons de lui nous donne le droit de penser que les 
manuscrits qu'il a laissés doivent receler plus d'un trésor caché ; 
et les possesseurs des papiers de J. Bolyai rendraient un grand 
service à la Géométrie, s'ils se décidaient à les soumettre à l'exa- 
men d'un homme compétent et dévoué à la science. 

J. Bolyai est mort en 1860, à Maros Vâs&rhely. Nous n'avons 
encore pu, malgré nos demandes réitérées* obtenir une date plus 
précise. En vertu d'un règlement militaire, ses papiers furent jetés 
dans deux caisses, que l'on tint fermées, jusqu'au jour où, à l'ex- 
ception de quelques travaux sur l'art militaire, tous ces papiers 
furent déposés à la Bibliothèque du Collège Béformé, conformément 
à une. disposition du testament de Bolyai père; c'est là que sont 
actuellement réunis tous les écrits de Johann. A en juger à première 
vue, ces papiers doivent comprendre plus de mille pages. Une 
partie est écrite sur de petites feuilles de toute grandeur, et se 
trouve dans un complet désordre. 

Dans les dernières années de sa vie, J. Bolyai s'était presque 
exclusivement occupé de linguistique. Il avait conçu le projet gi- 
gantesque de créer une langue universelle pour la parole, comme 
on en a une pour la musique. Il vivait retiré du commerce des 
hommes, absorbé tout entier par son idée. D'après tous les rensei- 
gnements qui nous sont parvenus, c'était un caractère bizarre et 
tout à fait original, mais une brillante intelligence. 

En 1853, il voulut faire imprimer une partie de ses travaux ma- 
thématiques; car on a trouvé parmi ses papiers une feuille de titre 
et des fragments d'un Mémoire intitulé : Principia doclrime novœ 
qiMntUatum imaginariarum perfedœ uniceque satisfacienlis , 
aliœque disquisitiones analyticœ et analytico'geometricœ cardi- 
nales gravissimœque ; auclore Johan. Bolyai de eadem, C. A. 



(*) Se trouvant en garnison avec des officiers de cavalerie, Bolyai fut pro- 
voqué par treize d*entre eux, et il accepta tous les cartels, à condition qu'on 
lui permettrait après chaque duel de jouer un morceau de violon. Il sortit 
vainqueur de ses treize duels, laissant ses treize adversaires sur le carreau. 
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austriaco castremium capitaneo pensùmato. Vindobonœ, vel 
Maros Yâsàrhelyini, 1853. 

Là s'arrêtent les renseignements qui nous sont parvenus sur deux 
hommes, dont les talents n'ont pu malheureusement trouver dans 
leur patrie Feslime et le respect qui leur étaient dus. Â Télranger, 
les hommes de science ont su apprécier le nom de Bolyai, sans 
que la Hongrie se soit encore associée à cet hommage, il appar- 
tiendrait cependant à TAcadémie des Sciences de Pest de veiller à 
ce que les écrits posthumes des Bolyai ne soient pas perdus pour 
les contemporains et pour la postérité. Notre patrie doit à deux de 
ses plus illustres enfants, elle doit à l'Europe savante de ne pas 
laisser périr des œuvres qui jetteraient tant d'éclat sur la science 
hongroise, et que les géomètres de tout pays accueilleraient avec 
tant d'intérêt. 

Teraesvar, décembre 1867. 



EXPLICATION DES SIGNES. 



a b Tensemble de tous les points situés en ligne droite avec 

les points a eib. 
a b celle des moitiés de la droite a b qui commence au pointa 

et qui comprend le point b. 
abc Tensemble de totis les points situés dans le |même plan 

que les trois points (non en ligne droite) a, b^ c. 
abc celle des moitiés du plan abc qui part de la droite a b 

et qui comprend le point c, . 
abc la plus petite des parties dans lesquelles abc est partagé 

par les droites b a, b c, ou V angle dont les côtés sont 

ba^ bc. 

abcd (le point d étant situé à l'intérieur de a b c^ et les droites 
b tty cd ne se coupant pas) la portion de abc com- 
prise entre 6 a^ bCy cd; tandis que bacd désignera 
la portion àe abc comprise entre abetcd. 

L signe de la perpendicularité. 

III signe du parallélisme. 

A un angle. 

R un angle droit. 

= indique que deux quantités sont superposables. 

ab*:^cd cab=^acd. 

X -^ a X converge vers la limite a. 

A^ triangle. 

□ carré. 

Q/' la circonférence du cercle de rayon r. 

©r Taire du cercle de rayon r. 



LA 



SCIENCE ABSOLUE DE L'ESPACE 

indépendaste de la vérké on de la fausseté de TAiièse \l d'Eoclide 
(^oe Tea .ne poanra janais élablir a priori); 

SUIVIE DE LA. QUADRATURE GÉ03I6TRIQUB DU CERCLE, DANS LE CAS DE LA FAUSSETÉ 

DE l'axiome XI, 

P:\R JRAN BOLYAI, 

Capitaine aH Corps da Génie dans Tarmés autrichienne. 



f 

Si la droite a m n'est pas coupée par la droite bii, située dans 
le même plaû^ mais qu'elle soit coupée par toute autre droite bp; 

comprise dans Tangle abn, on dira que bn est 
parallèle à am, c'està dire qu'on aura bn \\\ am. 
Il est facile de voir qu't7 eodsie une telle droite bn, 
et une seule, passant par un point quelconque b (pris 
hors de am)^ et que la somme des angles bam, 
abn ne peut surpasser 2 /}. Car, en faisant mouvoir 

bc autour de i jusqu'à ce que Ton ait bam+abc 

— » 

=;. 2 iî, il y aura un instant où bc commencera à 
ne plus couper am, et c'est alors qu'on aura 
bc III am. 

Il est clair, en môme temps, que bn \\\ cm, quel que soit le 
point épris sur am. 

Si) tandis que le point c s'éloigne à l'inAni sur am, on prend 
toujours cd = cb, on aura constamment cbd = cdb < nbc. 
Ov nbc — 0; donc aussi adb — 0. 
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§3. 

Si bn III am, ou a aussi en {\\ am, S(hI, 
en ^et, d un point quelconque de macn. 
Si cest sur bn, bd coupera am, puisque 
bn III am. Donc cd coupera aussi am. Si c 
est situé Bur 6;), soit 69 [{[ cd; bq toio- 
bera à l'intérieur de a bn (§ 1 ), et coupera 
par conséquent am; donc cd coupera aussi 
am. Donc toute droite cd (dans aen) coupe, 
dans l'un et l'autre cas, la droite am , sans 
que en elle-même coupe am. Donc on a 
toujours cil m am. 



Si br et es Bont Tune et l'autre [|| am, et que c ne soit pas 
situé sur br, alors br et es ne se couperont pas. Car si 6r et es 
■avaient un point commua d, alors (§ â) dr et d« seraient l'une et 
l'autre ]1{ am, dr (§ 1) coïnciderait avec ds, et c tomberait 
sur br, ce qui est contre l'hypothèse. 

Si man > mab, il y aura, pour tout point b deab, un point 
e de am, tel qu'on aura bcm = natn. On 
peut, en effet (§ i), mener bd de Façon que 
bdm > nam, et en faisant mdp = man;, 
& sera compris dans nadp. Si donc on trans- 
porte nam le long de am, jusqu'à ce que an 
arrive sur dp, il faudra que an ait passé 
par b, et que l'on ait eu quelque part bcm 
~nam. 
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§5. 




Si bn III am, il y a sur am un point / tel que fm r:^ bn. En 
eSety on peut faire en sorte que Ton ait (§1) bcm > cbn, et, 

si ce = cbf il en résultera ec^bc^ d'où bem 
< ebn. Faisons mouvoir le point p sur ec. L'an- 
gle bpm^ pour p voisin de 6, commencera par 
être < Fangle pbn correspondant, et pour p 
voisin de c, il finira par être > pbn. Or, Pangle 
bpm va en croissant d'une manière continue 
depuis ftemjusqu'à frcm, puisque (§ 4) il n'existe 
aucun angle > bem et < bcm^ auquel bpm 
ne puisse devenir égal. Pareillement pbn décroît 
d'une manière continue depuis ebn jusqu'à chn. 
Il existe donc sur ec un point /'tel que bfm = fbn. 

§6. 

Si bn III aniy et que e soit un point quelconque de am^ g un 
point quelconque de bn, on aura alors 9n|||em et emlH^n. 

Car on a (§1) bn\\\em, d'où (§2) gn\\\em. Si Ion fait 
maintenant fm tùf bn (§ 5), alors m /'6n = nbfm^ et par suite, 
puisque bn \\\ /'m, on a aussi fm \\\ bn^ et, d'après ce qui pré- 
cède, em III gn. 

§7- 

Si bn et cp sont Tune et l'autre ||| am, et que c ne soit pas 
situé sur frn, on aura aussi bn \\\ cp. 

En effet, bn et cp ne se coupent pas (§ 3). D'ail- 
leurs, am, bn elcp sont ou ne sont pas dans un 
même plan, et, dans le premier cas, am est ou n'est 
pas à l'intérieur de bncp. 

i*" Si am^ bn^ cp sont dans un même plan, et 
que am tombe à l'intérieur de bncp^ alors toute 
droite bq menée à l'intérieur de nbc, coupera a m 
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quelque part en d, puisque bn \\\ am. De "plus, à cause < 
III f^P (§ 6)> >' ^t (^'<>'i' l^t) ^9 coupera cp; de 
i bn III cp. 

2° Si frit et cp sont du même cdté de am, 

d'elles, cp par exemple, sera comprise entre le 

autres droites bn, am. OF,loute droite 69, inl^ 

à nba, rencontre am; par suite, elle ren 

aussi cp. Donc 611 ||| cp. 

3' Si les plans ma6, mac font entre eux un angle, aloi 

et abn ne pourront avoir de commun que la ligne bn, land 

(im (dans 06») n'aura rien de commun avec bn, et par suiU 

nbc n'aura rien de commun avec am. Or, tou 

bcd, mené par la droite 2<at (situé dans» ici), n 

Irera am, puisque bq rencontre am (à CAUse 

m). En faisant donc mouvoir bcd autour 1 

jusqu'à ce que ce plan commence à quitter am 

viendra alors coïncider avec bcn. Parla mëmei 

ce même plan viendra coïncider avec bcp; de 

est dans le plan bcp. 

Si, de plus, 6r [[[ cp, alors (amétantaussi ]|] cp) 6r sei 
la même raison, dans le plan bam, et aussi (puisque br \ 
dans le plan bcp. Donc br, étant commune aux deux plans 
pet, n'est autre chose que la ligne 6»; donc frn ||| cp[']. 
Si donc cp ill am, et que fr soit extérieur à cam, alors l 
section ftn des plans bam, cap est t[| à la fois à am et à cj 



Si bn est ||| et^cp (ou plus brièvement, 
111 -^cp), et que om (dans nicp) *oit L 
milieu de bc, alors bn \\\ am. 

Ea effet, si bn rencontrait ôm, cp renoon 
aussi a m au même point (à cause de ma 



['] En plaçant ce 3« cas avant les deux précédenli 
iliimOntrer avec plus de briÈvoté et rt'éWgance, 



ceux-ci pourrr 

B le î« cas du 1 
{Niile de l'Aateur.^ 
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ma^pj et ee point serait commun aux lignes 6n , op elles-médies, 
tfflidis cjtt'au contraire bn ||| op. D'autre part, toute droite hq^ , 
intérieure à c6n, rencontre cp; elle rdnoontre dmte aussi a m. Par 
conséquent, bn ||[ am. 

§9- 
Si i^n tll ^^n, 7»i(ip L 1^(16, et que Fangle dièdre dnba des 
plans nbd^nba (prolongés du même côté de màbn m se trouve 
map) soit < R; alors map et nftct se douperdnt. 
Soit, en effet, 6am == iî, ac L fc» (quo e coïncide ou tioH «reo b) ^ 

et oe L 6n(daB8n &£(); on au^a (par hypothèse) 
flice<i?^eta/'(L cg) tom bera d ans a c e> Soit 
a p Tintersectiori des plans àbf^ a mp (qui ont 
le pointa commun) : on aura bap =3 bam 
= R (puisque bam L map). Si enfin l'on 

fait mouvoir abf autour des points fixes a 

> 

et 6, jusqu'à ce qu'il s'applique sur abm^ 
ap tombera surnm, et puisque a c L bn 
eta|/'< 4c, il est clair que af aura son extrémité entre bit èl 
am^ et que par suite ft/* tombera à l'intérieur de àbn. Or, dcjing 
cette position, bf rencontre ap (puisque bn \\\ am); donc ap 
etbfsçi refUcontrent aussi da n$ la pos ition primitive, et lé point 
de reneonti^ est commun à map elhnbd. Don6 map et nbd se 
coupent. 

On en conclut facilement c|ue map et nbd âe ôoupent touteâ les 
fois que la somme des angles dièdres qu'ih forment avec mab 
est < 9 fl. 

î 10. 

Si bn et cp sont Tune et l'au- 
tre 11] ^d^ am, on aura aussi 
bn \\\ ^cp. 

En effet, ou les plans T^aô, 
mac font entre eux un angle, 
ou ils forment un même plan. 

1"^ Si le premier cas a lieu, 
menons q df \_ sur le milieu de 
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ab. Alors dq sera L ^A» et par suite dq [\\ am (§ 8). De même, 



si ers est L sur le milieu de ac , on aura er ||| am , d'où d q \\\ et 
(§ 7). On en conclut aisément (d'après le § 9) que qdfet ers se 
rencontrent, et que leur intersection Z*^ est ||| df (§ 7); de plus, 
à cause de bn ||| dg, on a aussi f$ \\\ bn. On a en outre (pour 
tout point /'de Y^) fb i=^ fa = fc^ et fs est située dans le plan 
^^fL sur le milieu de be. Or on a (§ 7), à cause de fs \\\ frn, 
gt \\\ bn. On démontrera de même que gi \\\ cp. Mais gt L sur 
le milieu de bc; donc Igbn = tgcp (§ i), et bn \\\ ^cp. 

S* Si frn, am et cp sont dans un même plan, soit la droite fs,- 
extérieure à ce plan, et ||| ':ùfam. Alors, d'après ce qu'on vient 
de voir, fs \\\ dt à chacune des droites bn^cp^ et par suite on a 
aussi bn ||| ^cp. 

Considérons l'ensemble formé par le point a et pr lous les points ■ 
tels que, pour un quelconque d'entre eux 6, lorsque An ||| am,tA 
ait aussi bn^am^ et désignons cet ensemble par F{^\ et sitt 
L P''] l'intersection de F avec un plan quelconque mené par te 
droite am. Sur toute droite ||| a m, /^ a un point, et un seul; ettl 
est évident que L est divisée par a m en deux parties susceptibles 
de coïncider. Nous appellerons am Xaxe de L. Il est clair encore 
que, dans un plan quelconque passant par la droite am, il y a, 
pour l'ao^e am^ une seule ligne L. Toute ligne L, ainsi définie, 
s'appellera le L de am (dans le plan, bien entendu, que l'on con- 
sidère). Il est évident que, par la révolution de L autour de la 
droite a m, on engendrera le F dont a m est dite l'a^^ et qui est^- 
réciproquement, le F de Vaxe a m. 

§ 12. 

Soit b un point quelconque du L de am , et bn ||| ^am(^ il). 
Alors le L de a m et le L de bn coincideront. 



[*] Sphère-limite de Lobatschewsky {H,). 
\**] Cerck-limite de Lobatschewsky (H.), 
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Soit, en effet, L' le Z. de bn; soit c un point quelconque de L' , 
elcp m -^^R (§ 11). A cause de bn \\\ -/yam, on aura aussi 
cp III ^ am (§ 10); par conséquent c sera situé sur L. Et si c est 
un point quelconque de L, et que cp \\] -^am, alors aussi cp 
|||^in(§ 10); donc cestégalementsjhié sur L'(§ 11)- Donc/, 
et L' sont identiques, et toute droite bn ([|| am) est un nouvel 
axe de L , et est r^ par rapport à tous les axes de L. 

La même propriété se démontrerait de la même manière pour 
la surface F. 

§13. 

Si ron a bn \\\ am, cp \\\ dq, et bam + i6n = 3 iî, alors 
on aura aussi dep + cdq = 2 fî. 
Soient, en effet, ea = eh, et efm = dcp (| A). A cause de 
bam-habn =i R = abn 
\-ahg, on aura ebg=:eaf. 
Si donconaencorefcj^^a/', 
le A fbg eb. A «"'(, heg — 
aef, et y tombera sur /'e. On 
a, de plus, gfm+ fgn = 
2 R {puisque egb = efa). 
Failleui^ gn \\\ fm {§ C); donc, si mfra^ pcdq,aioTsrs ||| gn 
(§ 7), et r tombe soil en dedans, soit en dehors de fg (si Ton n'a 
pas cd = fg, auquel cas la proposition serait évidente). 

1° Dans le premier cas, frs n'est pas plus grand que SA — rfm 
— fgn, puisque rs \\\ fm. Mais comme rs \\\ gn, frs n'est pas 
< fgn. Donc frs = fgn, et rfm + frs — gfm + fgn = ^ R. 
On a donc aussi dcp + cdq = 2 il. 

2" Si r tombe en dehors de fg, alors ngr = mfr. Soit mfgn 
= nghl^ Ihko, et ainsi de suite, jusqu'à ce qaefk devienne 
= fr ou commence à surpasser fr. On a ici ko ||[ hl j|| fm (§ 7). 
Sik tombe enr, alors ko tombe sur rs (g 1), et par suite rfm 
+ frs — kfm H- fko — kfm + /'jn = 2 fi. Mais si r tombe à 
rintérieur de AA, alors (d'après 1'')ona rkl + krs = 'iR^=rfm 
+ frs = dcp -\- cdq. 
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Si l'on a An |{| am, cp \\\ dqetbam + a&n < S A, on aura 
aussi dep + cdq <^R. 

Cap, si dcp + cdq n'était pas < 2 il, cette somme (d'après 
le § 1) serait =: 3 /}, Alors on aurait ausu (§ 13) bam + abn 
= 2 /î, ce qui est contre l'hypotlièse. 

§15. 

En considérant ce que nous avons établi dans les §§ 13 et 14, 
nous désignerons par 2 le système de géométrie qui repose sur 
l'hypothèse de la vérité de l'axiome XI d'Euclide, d par S le 
sptème fondé sur l'hypothèse contraire. 

Tous les résultais que nous énoncerons, sans désigner écra- 
sement si c'est dans le système X ou dans le système 
lieu, devront être considérés comme énoncés (fu 
absolue, c'est-à-dire qu'ils seron$ donnés comme vrais 
se place dans le système 1, soit qu'on se place dans le 

§16. 
Si am est Taxe d'une ligne L, cette ligne L, dans le système S^, 
sera une droite [_am. 

ISoit, en effet, bn l'axe en un point quelconque 
bàeL; on aura, dans 2, bam + abn = ^bam 
= 2B, d'oiJ bam^=R. Et si c est un point quel- 
conque de ab, et que l'on ait cp \\\ am, <m aura 
(§ 13) ep'^am, et par conséquent c sera suri 
(§11). 

Mais, dans S, il n' existe nulle part sur L ou sur F tnois points 
en ligne droite. — En effet, quelqu'un des axesam, bn, cp (am, 
par exemple) tombe entre les deux autres, et alors (§ 14} bam 
et eam sont l'un et Tiaitre < R. 

§": 

Dans S, L est encore une ligne, et F une surface. Car {§.11) 
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tout plan mené perpendiculairement à i'axe a m par un point quel- 
conque de F, coupe FsuÎN'ant une circonférence de cercle, dont 
le plan (§ 14) n'est perpendiculaire à aucun autre axe bn. Si Ton 
fait tourner F autour de 6n, un point quelconque de F (§12) 
restera sur F, et la section de F par un plan non perpendiculaire 
à bn décrira une surface. Or, quels que soient les points a, b pris 
sur Fy F pourra (§ 12) coïncider avec lui-même, de manière que 
a tombe en b. Donc F est une surface uniforme. 
Il résulte de là (§§ 11 et 12) que L est une ligne uniforme [*], 

§18. 

L'intersection de F avec un plan quelconque, mené par un 

point a de F obliquement à Taxe am^ 
est, dans le système 5, une circonfé- 
rence de cercle. 

Soient, en effet, a^b^c trois points 
de cette section, et &n, cp des axes. 
ambn ei amcp feront un angle, sans 
quoi le plan déterminé par a^b^c 
(§ 16) comprendrait am^ ce qui est 
contraire à Thypothèse. Donc les plans perpendiculaires sur les 
milieux des droites a&, ao se coupent (§ 10) suivant un certain 
axe fs de F, et Ton a fb =zfa=fc. Soit aA L A, et faisons tour- 
ner fah autour de fs\ a décrira une circonférence de rayon fe a; 
passant en 6 et en c, et située à la fois dans F et dans abc, de 
plus, F et abc n'ont rien de commun que la Qha (§ 16). 

Il est encore évident qu'en faisant tourner la portion fa de 
ligne L (comme rayon) dans F autour de a , son extrémité décrira 
la Oha. 

§19. 
La perpendiculaire bt k Taxe bn d^ L (menée dans le plan 
de L) est, dans le système 5, la tangente à la ligne L. 

[*] n n*est pas nécessaire de restreindre la démonstration au système S; 
on peut établir facilement qu'elle est vraie d'une rqanlère absolue pour. S et 
pour 2. (iVote de l'Auteur.) 
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En efpRt, L n'a de commun avec l/t que le point b (§ U). Nuis, 
si bq est situé dans le plan tbn, alors le centre 
de la section Taite dans le F de bn par le plan 
mené suivant bq perpendiculairement à tbn 
(§ 18), est évidemment placé sur bq; ^ si bq 
est un diamètre , il est clair qne bq coupera en q 
le L de bn. 

§20. 

Deux points quelconques de F déterminent une ligne L (^ 1 1 
et 18); et puisque (§§ 16 et 19) L est perpendiculaire à tous ses 
axes, tout angle de lignes L dans F est égal à l'angle des plans 
menés par ses cdiés perpendiculairement à F. 

§21. 

Deux lignes L, ap et bd, dans la même surface^', faisant avec 

Iune troisième ligne L, savoir, avec ab, des 
angles intérieure dont la somme est < 2 fl, se 
rencontreront. 
Nous désignerons par ap, dans F, la ligne L 
mené par a et p, et par ap celle des moitiés de 
cette ligne, à partir de a, qui contient le point p. 
En effet, si am, bn sont des axes de F, les plans amp, bnd 
se couperont (§ 9), et Frencontrera leur intersection (g 7 ell 1 ). 
Donc ap etbd se rencontreront. 

Il résulte de là que l'axiome XI et toutes les conséquences que 
l'on en déduit en géométrie et en trigonométrie (plane), sont vrais 
d'une manière absolue dans F, les lignes L jouant le rôle de lignes 
droites. Par conséquent, les fonctions trigonométriques seront prises 
ici dans le même sens que dans le système 2 ; et la circonférence 
du cercle tracé dans F et ayant pour rayon une prtion de ligne L 
égale à r, aura pour longueur 2icr; et de même Qf (dans F) 
sera = xr' (n désignant-^-OI dans F, c'est-à-dire le nombre 
connu 3, 1415926....). 
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§22. 

Soit a 6 la ligne L de a m, et e un point de «m. Imaginons que 
Tangle cab (formé par la droite a m et la ligne L désignée pàrab) 

soit transporté d'abord le long de afr, puis le 
long de 6ay et de part et d'autre jusqu'à Tin- 
fini. La trajectoire cc^ du point c sera la ligne 
L de cm. 

r En effet, si Ton désigne cette dernière par 
L% soient d un point quelconque de cd^ dn 
III cm, et 6 le point de L situé sur dn. On aura 
tn^am et ac^^bdy et par suite dw^^cm; donc d est sur L'. 
D'ailleurs, si d est sur L' et si dn \\\ cm^ et que b soit le point 
de Ir commun avec dn, on aura am»Afbm et cnf^dn, d'où il 
résulte que bd=aay et qued tombera sur la trajectoire du point c; 
X' sera donc identique avec éd. 

. Nous représenterons la relation d'une telle ligne U avec L par 
ia notation L' \\ L. 

§23. 

Si la ligne L représentée par cdf est \\ abe (§ 22); si, de plus, 
ab=bey et que am, &n, ep soient des axes, on aura évidemment 
cd=df. Si a, fr, e sont trois points quelconques de a6, et que 
Ton ait a&=n»cd, on aura aussia6=n.c/', et par conséquent 
(ce qui s'étend évidemment au cas deab^ ae^ de incommensura- 
bles), ab : ed=ae : ef. Le rapport ab : ed est donc indépendant 
DE a 6, ET COMPLÈTEMENT DÉTERMINÉ AU MOYEN DE ae. Nous dési- 
gnerons la valeur de ce rapport abied par la lettre capitale (telle 
que X) qui correspondra à la lettre minuscule (telle que x) par 
laquelle nous représenterons ae. 

§24. 

f_ 

Quels que soient x et j/, on a Y=X (§ 23). En effet, ou l'une 
des^quantités x, y est multiple de l'autre (par exemple, y est mul*- 
tiple de a?), ou elle ne l'est pas. 

3 
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Si y = nx, »it3;=oc=cj;=3A=..., jusqu'à ce que l'on ait 
aA=9.SoH, déplus, cd || gk \\ hl. On aura (§23) X=ab:cd 
=cd:gk=gk:hl, et par conséquent 



ah _ /aby 
hi ~\cd)' 



Si X, y sont des multiples de t, x = mi, y — ni, on aura, 
d'après ce qu'on vient de voir, X = r, Y=f,el par conséquent 

Y=X'=lF 

Celte conclusion s'étend aisément au cas où j; et y sont incom- 
mensurables. 
Si Ton a ^ = y — a;, il en résultera évidemment Q = ^ - '^ 
Il est clair que, dans le système 2, on a, pour toute vs 
X = i. Dans le système S, au contraire, on a Jï > 1 , e 
valeurs quelconques de ab et de abe, il existe une 
Il abe, telle que cdf=ab, d'où il résulte aTn6n = an 
que la première de ces deux figures soit un multiple q 
de la seconde : résultat singulier, mais qui ne prouve évidemment 
pas l'absurdité du système S. 

§25. 

Dans tout triangle rectUigne, les circonférences de rayons égaux 
aux côtés sont entre elles comme les sinus des angles opposés. 

Soient, en effet, abc = R, et am \_bac, 
et soient bn et cp|||am. On aura cab 
L ambn, etpar8uite(àcausedecAL^a)) 
ctLûWï&n; par conséquent, cpbnLambn. 
Supposons que le F de cp coupe les droites 
bn,am respectivement en d, e, et les ban- 
des epbn, epam, bnam suivant les lignes 
L, cd, ce, de. Alors (§ W) Acdesera égal 
à l'angle de ndc, nde, et par suite = R; 
et l'on aura, par la même raison, ced = cab. Or {§ SI), dans 
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le A c^df fbrmé par des lignes L (en supposant toujours ici le 
rayon = 1 ), on a 

, , tfc : de = 1 : sin (f^ = 1 : sin cab. 

' t • • 

i0naaussi(§21) , . ^ 

ec:dc = Oec: Ode (dans F) = O «^ : O ^c (i <8). 

Par conséquent on en conclût 

Que: Obc=^ l isin cab, 

d'où il résulte gue la proposition énoncée se trouve établie pour un 
triangle quelconque. i . 

! . §26. 



• t 




Dans tout triangle sphérique, les sinus des 
côtés sont entre eux comme les sinus des 
angles opposés à ces côtés. 

Soient, en effet, abc = il, et ced L au 
rayon oa de la sphère. On aura ced L «^*> 
et {boc étant aussi L boa)^ cd L ob. Or, 
dans les triangles ceo, cdo, on a (§ 25) 

O ^c : Qoc : O de = sin coe : 1 : sîn cod 

== sin ac : 1 : sin 6c. 
Mais on a aussi (§25) 

O ec : Odc=^ sin cde : sin ced. 
Donc 

sin^c : sin bc = sin cde : sin e^d. 

Mais cde = lî = c6a, et ced == cab. Par conséquent 

sin ac : sîn. 6c = 1 : sin a. 

De là découle toute la Trigonométrie sphérique j qui se trouve 
ainsi établie indépendamment de P Axiome XL 

§27. 

Si ac et bd sont L^^j et qtfon transporte A ^«6 le long de a6 , 
on aura, en désignant par cd le chemin décrit par le point c, 

cd : ab = sin u : sin v. 



36 LA BCIENCB ABSOLtK 

Soit, en efTet, de L ea. Dans let triangles ade, adb, oh a (§:3&) 

C «ï : O ** : O oft = S'n « : I : sin p. 
En faisant tourner bacd autour de ae, le point b déci 
et le point d décrira O éd. 
ici parQcd le chemin de 
Soit, de plus, an polygon 
que bfg..., inscrit dans 
menant par tous les cdtés hf, fg,... 
des plans l_ Qab, on formera ainsi 
dans O ed une Qgure polygonale d'un même nombre de câtés, et 
FoQ pourra démontrer, coronie au § 33, que l'on a 

ed : ab = dh : bf~ ht : fg =^-, 
et par suite 

dh + hk+— : bf+fg+"- = ed: ab. 

Si Ton fait tendre chacun des cdtés bf, fg,... vers la timiti 
il est clair que Ton aura 

bf-h fg -i Oafr, 



et 

On a donc aussi 
Or, nous avions d 
Par conséquent 



àh+hk+ -0«ï- 

Qed: Oab^^cd:ab. 

O ^ : O db = sin « : sin 

cd : ab =: sin u : sin v. 



Si ae s'éloigne de bd à rinâni, alors le rapport cd : ab, et par 
suite ausù le rapport sin u : sin v restent constants. Or « -' fl 
(§ 1), et si dm III frn, w — 2. Donc cd : ai = 1 : sin z. 

Nous désignerons ce chemin cd par cd || ab. 

§98. 

Si bn\\\^am, et que c soit un point de am, en posant ac^x, 
on aura {§ 3ït) 

X=:siil « : sin v. 
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Car cd et ae étant \_bn,«ibf \_am, mmra {commeaa^il) 
Qbf: 0«* = sin u : sin v. 
Or, on a évidemm«it bf — ae. Donc 

Oea: Odc = siatt : sm o. 
Mais dans les surfaces J^ de am et de cm, qui 
coupeotamfrnsuivraDt afretc!^,ooa(§2l) 



X = sin « : 



§29. 



Si bam = It, afr — !r,et&nl||am,ona!ara,(tanslesy8tème 5, 

Y = cotang y «. 

En effet, si Ton suppose ab — ac, cp ||| am (et par suite 

bnlW'^cp), el pcd= qcd, 

on peut mener (§ 19) d«L^, 

dâ telle sorte que ds \\\ cp, et 

par suite (§1) dt [\\ cq. Si, de 

plus, fteLfi*. alors (§ 7) ds 

III bn; par conséquent (§ 6), 

6n|||es, et (à cause dedi |1| cj), bq ||1 ct.Donc(§1)efen=ei</. 

Soit frc/une ligne/. de 6n, et /"^idA, ck, elàe&UgaesLde ft,dt, 

cq, etc.Ooauraévidemmeiit^§22) A(7= d/'=dA = Ac; partant 

cg = 'ich=:'iv.\\ est clair que Ton a de inëoie bg=:^bl = 'iz. 

Otbc = bg — gc; par suite y = a — «, d'où (§24) Y^ZiY. 

Onaenfifl<§38) 



= 1 : sin T «> 



L : sin(Jl— ■j-o). 



rï=coUagYo[*]' 



["] L'angle u est celui que Lobatscrswhkv repréfipnle par II l<i6). (Vuyez 
ÉtuJea géom^Mques, etc., ii° 36.) (H.J 
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Il est facile de voir (d'après le § 25) que la. résolution du pro- 
blème de ia Trigonométrie plane, dans le système S, exige 
l'expressioD de la circonférence au moyen 
du rayon. Or, c'est ce que Ton peut obtenir 
par la rectificaLion de la ligne L. 

Soient ab, cm, e'm' des droites L ««^i 
et b un point quelconque de ab. On aura 
(§Î5) 

sint» : sinp=:OP : Oï. 
sin «':sin v'=Qp : Qy'; 
par conséquent. 



Or, on a (§27) 
Donc 



sio f : sin :== cos u : cos u'. 
sinu 



Qy : Oy' = tang u' : tang« = lang«' : tanguj'. 
Soient, de plus, cnetc'n' i|| ab,eicd, e'd' des lignes L L a6. 
On aura encore (§ 21 ) 

Oy-OP'^rif, 



d'où 



r:r' = 



gw: langi»'. 



Faisons croître p à partir de a jusqu'à Tinfini : alors w '^ x, 
w' — z' ; d'où.il résulte aussi 

r : r" ^langz : tangz'. 
Désignons par t le rapport constant r : tang s (indépendatU 
de r). Si l'on suppose jf " 0, alors 

r _ (■ tangz . 
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et par suite 

-j. — ,-. 

tang z 

D'après le §39, il vient 

tangz=:f(r-r-*). 
Donc 

2» .. 



ou (§24) 



t. 



Or, on sait que la limite de cette expressk)n, pour y — 0, 



i 



est "i T-rf" Donc 

log nat / 



= t 



log nat / ' 
et par conséquent 

7=:^ = 2,7182818..., 

nombre qui se présente encore ici (Tune^nanière remarquable. En 
désignant désormais par i la droite dont le / est = « , on aura 

r = f tang z. 

Nous avons d'ailleurs trouvé (§ 21 ) O y = 2 ir r. Donc 

oy=2^»tang;?==7rt(r--r--*)===irtVe"— r 7 n 

= , ""^x, [Y - F-») (i 24). 
log nat F ^ I \9 I 

§31. 

Pour la résolution trigonométrique de tous les triangles recti- 
lignes rectangles (d'où Ton déduit aisément celle des triangles 



n Ou, ea introduisant, pour plus de simplicité, la notation des fonctions 
hyperboliques, 

Oy-2.r,Sh-f. ^y^ 
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rectiligoes qudconques), dans le système S, il «iflOt de bois- 
équations. Soient a, 6 les odtés de Tangle droit, c Thypoténuse; 
a , P les angles respectivement opposés à a , i. Ces trois équations 
seront celles qui exprimèrent des relations 

I. Entrea, c, a; 

II. Entre a. a, ^; 
m. Entrea.i, c. 

De ces équations on tirera ensuite les trois 
autres par rélimisation. 

I. Des §§ 25 et 30 il résulte 
i:siD« = (C-C-'):U— ^-') 



=(/-^0:C^^^), 



équation entre c, a, a \^]. 
II. Du § 27 on tire (^ étant ||| yn) 

cos a : siD p = i : sin u. 
Or, on a (§ S9) I : sin » = 4 (A + A"'); donc 

cos « : sin p = 4 1^ ■•■ ^*'') — T \* + * / » 
équation entre a, p, a ["]. 

m. Soient «a' L^'y; PP'eljl'' |j««'(§M),elp'«'/ La«*- 
-On aura évidemment (comme au § 37) 



:-j(«+B- 



= 4(/l + A-'), 



- = 4(C+C '). 



l'I 

n 



Eunft Sli.r=s 
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Par conséquent. 



OU 



équation entre a j 6, c [*]• 
Si yaè = lî, et qu'on ait i3(ï L «*^ alors il viendra 

O ^ • O^ = 1 • srn «, 
et 

O c • O (<* = l^y) = 4 : CCS a. 

En désignant donc par O^» pour une valeur quelconque de x^ M 
produit O ^ • O ^> on aura évidemment 

Ou} -h 0<ï' = O^'i 

*. . -- 

' Or, nous avons trouvé (§ 27 et § 31, II) 
Pai^ ConèèqUènt f*] 

autre relation entre a. b.c. dont le second membre se ramène 
àilsémént à une forme Symétrique ou invariable \^\. 
Enfiti, des équations 

COS a t ,_ ^ .V COS Ô 1 ,. ... 

sm p • ^ ^' sm « • 



^kMaai^M>^_4t> 



c a b 

[*\ Ch -r -= Ch -r Ch -r- 

- t _ ' ■ • . • •- 

C a * 6 a 

{•'J . Sh« -r = Ch« — Sh« -^ 4- Sh« -r- 

. . * * ... • 

a 6 a b 

= Sh' -r SU* -r + Sh» T- H- Sh* -r 
Il t I 
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oa tire (d'après II) 

cot Bcotjs=-j" \**+ « / n.- 

équation entre a., ^, e. 

§32. 

Il reste eacora à monb«r brEèvement le moyen de résoudre les 
problèmes dans le système S. Après ravoir expliqué sur les exem- 
ples les plus ordinaires, nous verroQS enSn ce 
que peut donner cette théorie. 

. Soit ab une ligne dans le plan, ety=f{x) 
son équation en coordonnées rectangulaires. Dé- 
signons par dz un accroissement quelconque 
des, etpard:c, djr.ctu les accroissements dex, 
de y et de l'aire u , correspondants à cet accrois- 



et cherchons la limite de -r— , lorsque dx tend vers la limite 
zéro (ce qui est toujours souft-entmdu, lorsqu'on cherche de pa- 
reilles limites). On connaîtra alors la limite de ~-, et par suite 
on 

taag hbg; et par conséquent {hbc ne pouvant évidemment être 
ni>,ni<iî, et par suite étant = A), la /an^enfe en 6 à la 
ligne bg sera déterminée au moyen de y. 
II. On peut démontrer que l'on a 



dy* -\- bk' 

On déduit de là la limite de -r—, et l'on en tire, par l'intégration, 

l'expression de z au moyen de x. Ëtent donnée une courbe réelle 
quelconque, on peut trouver son équation dans le système S. Cher- 
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choDSy par exemple, Téquation d'uae ligne L. Soit am Taxe de la^ 
ligne L; toute droite menée par a, autre que am^ rencontrant L 
(§ 19), la droite quelconque cb^ partant d'un point de am^ ren- 
contrera L. Or, si 6 n est un axe. on a 



d'où l'on tire 



ou 



X=l:8inc6a(§28), 
y=cot-j-cftn(|29), 



r=x+Kx»— 1, 






ce qui est Téquation cherchée [*]• On tire de là 

Or 

-7— =: 1 : sin chn = X. 

ax 

Donc 





• 


^-^-p^^-^-^^'-*^"' 




i^^x'.(X'-i) S 


• 


f^.^x.(x. 1)-., 




et 


^ 

t 


[*] On peut écrire cette équation sous la forme 




Cil -?. =. «~. 
• t 


• 
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d'où, en intégrant, oa tire (ooroau au § 30) 

■ g = i (X*- 0~= i cot ebn [']. 
111. On a évidemment 

au hfebh 

dx dis 

Si cette quantité n*eat pas donnée en y , il faut l'exprimer au moyen 
de y, puis en tirer u par rintégralion. 

En posant a6 =p,ae = q, cd = r elcabd 
= 4, on pourra faire voir (comme dans II) que 

r<Hi a — r , quantité ^le à 

dq 

d*oii, en int^rant, 

t~~pi\«'—f 7 ["]■ 

On peut aussi obtenir ce résultat sans intégration. Si Ton établit, 
par exemple, les équations du cercle (d'a[H^ le § 31, HI), de la 
droite (d'après le § 31, |ll), d'une section conique (d'après ce qui 
précède), on pourra exprimer aussi les aires limitées par ces 
lignes. 

On sait qu'une surface t,[\ k une Sgure plane p (à la distance q), 
est à p dans le rapport des secondes puissances des lignes homo- 
logues, c'esl-à-dire dans le rapport de 4" \o'+ « '/ : 1. U est 
aisé de voir, de plus, que le calcul du volume, traité de la même 
manière , exige deux intégrations (la différentielle elle-même ne 
pouvant se déterminer que par l'intégration). Il faut avant tout 

ri , = = tSb|- 
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pbercherle volume renfermé entre p et t, et Tensemble de toutes 
les droites L P et reliant les limites de p et de i. On trouve, pour 
le volume de ce solide (soit au moyen de Tinté^ation, soit autre- 
ment) 

(ii 2l\ ' 

Les surfaces des corps peuvent aussi se calculer dans le sys- 
tème Sj ainsi que \es courbures, les développées et les développantes 
des lignes quelconques, etc. Quant à la courbure, dans le système 
S y ou elle sera la courbure de la ligne L elle-même, ou on la 
déterminera soit par le rayon d*un cercle, soit par la distance 
d'une droite à la courbe || à cette droite; et il est aisé de faire 
voir, d'après ce qui précède, quMl n'y a pas, dans un plan, d*autre$ 
lignes uniformes que les lignes L , les lignes circulaires et les 
courbes || aux lignes droites. 

IV. Pour le cercle, on a (comme dans III) 

âQx 



dx 



— Oa?, 



d'où (§ 29), en intégrant, on tire 




V. Soit u = cabdc Taire comprise entre une 
ligne L^ab = r, une || à cette ligne cd = y, et 
les droites ac=^ bd = x. On a 



du 
dx 



y, et(|24) y = re' 



m 

T 



d'où, en intégrant, 

fi = rt vl — e * /. 



n 



!•♦] 



Tp(T»5h-Y- +9). 



O CD = 4 w f • Sh* 



X 
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■Six crc^t jwqu'à l'infini, akn, dans le système S, e ' ..^ , 
et par suite 

«-- -rt. 

QeA cette limite que nous appellerons la grandeur de mabn. 

(hi verra de la même manière que, si p est une figure tracée 
sur F, l'espace compris entre p et l'ensemble des axes menés par 
les divers points du contour de p est égal à -j-pi. 

VI. Soient Su l'angle au centre de la ca- 
lotte sphérique s , p la circonférence d'ua 
grand cercle, et x Tare fc, correspondant à 
l'angle «. On aura (| 25) 
1 : sin u ^P : Obe, 





O ftc = p sin ti 


On a d'ailleurs 




X 


=£. "- 


De plus, 






iL^o^c, 




^-€^ 


et, en intégrant. 






sin verse u 



Imaginons la surTace F sur laquelle est située la circfuif^nce p 
(pass ant p a r le m ilieu f de la calotte). Menons par af et ac les 
plans fem, cent, perpendiculaires à F, et coupant Fmivaoifeg, 
ce; et considérons la ligne L, cd (menée par c perpendiculaire- 
ment à feg), et la ligne L, cf. On aura (§ 20) cef= u,et(§21) 

fd sin verse u ,, . ej r> /eai-, tj j 

-^— = 5 ,dou z = fd.p. 0r(§2l)p — X. f4g; donc 
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z%. fd. fdg. Mais (§21)7^. fdg = fe. fc; par conséqiiàit, 

z = n. fc. fc=Qfc, dans F. 

Soit maintenant b\ = cj = r; on aura 
(§ 30) 

2r=i(r— r-»), 

d'où (§21) 

O 2 r fdans F) = » t* (F— F- «)'. 

On a aussi (lY) 

2y=7rt'(F» — 2+ F-»). 

Donc O 2 r (dans F) = Q 2 y , et par suite la surface z du segment 
de sphère est égale au cercle décrit avec la corde fc comme rayon. 
Donc la sphère totale a pour surface 

p* 
Qfg — fdg.p = -^—> 

et les surfaces des sphères sont entre elles comme les secondes 
puissances des circonférences de leurs grands cercles. 

YII. Un trouve de même que^ dans le système S y 
le volume de la sphère de rayon x est égal à 

La surface engendrée par la révolution de la ligne 
cd autour de a 6 est égale à 

Tnip{Q*-Q-') ri 

et le solide engendré i^v cabdc est égal à 




[»] TV i ' Sh —7- — 2 TT l ' 0?. 

«flf 

n ^i/)Sh-T- 



««« 



] TTI^Sh* — 
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, N&us iupprinums, pour abréger, la méthode par laquelle on 
peut obtenir sans intégration tous les résultats obtenus jusqu'ici, 
à partir de (IV), 

On peut démontrer que la limite de toMe expression contenant 
la lettre t (et fondée par conséquent sur Thypothèse qifil existe 
une grandeur i) , lorsque i croît jusqiià Vinfini, donne t exprès^ 
sion correspondante dans le système 2 (et par suite dans rhypo* 
thèse où il n'existe pas de grandeur i), pourvu qu'Une se rencontre 
pas d'équations identiques. Mais il faut se garder de croire que 
le système lui-mèms puisse être changé à volonté (car il est entiè- 
rement déterminé en soi et par soi) ; c'est seulement Vhypothèse 
qui peut varier, et que Ton peut successivement changer» tant que 
Ton n'est pas conduit à une absurdité. En supposant donc que, 
dans une telle expression, la lettre i , au cas où le système S serait 
celui de la réalité, désigne la quantité unique dont le / a pour va- 
leur e ; si Ton vient à reconnaître que c'est le système 2 qui est 
réellement vrai, imaginons que la limite en qu^lion soit prise, au 
lieu de l'expression primitive. Alors il est évident que toutes /es 
expressions fondées sur Vhypothèse de la réalité du système .Si 
seront (dans ce cas) absolument vraies, lors même qu'on ignore 
complètement si c'est le système 2 qui est ou non le système de la 
réalité. 

Ainsi, par exemple, de l'expression obtenue au § 30 on tire 
facilement (soit au moyen de la différentialion, soit autrement) la 
valeur connue dans le système 2 , 

OX = 2nX. 

De I (§ 31 ) on conclut, par des transformations convenables, 

1 : sin a = c : a ; 



de H on tire 

CCS a 



= 1. 



sm j3 
et par suite 

a + |5 = jR. 

La première équation de III devient identique, et par suite elle 
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est vraie dans le système 2, quoiqu'elle n'y détermine rien. De la 
seconde on conclut 

c* = «• + b\ 

Ce sont là les équations fondamentales connues de la Trigonomé^ 
trie plane dans le système 1. On trouve, de plus (d'après le § 32), 
dans le système Z, pour Taire et le volume dans 111, la même va- 
leur pg. On a, d'après IV, 

D'après VH, la sphère de rayon a; est = 4 ^ ^*> etc. Les théorèmes 
énoncés à la fin de YI sont évidemment vrais sans conditions. 

§ SS- 
II reste encore à exposer (comme nous l'avons annoncé au § 32) 
quel est le but de cette théorie. 

I. Est*ce le système 1 ou le système 5 qui a lieu dans la réalité ? 
C'est ce qu'on ne saurait décider. 

II. Toutes les hypothèses tirées de la fausseté de l'Âxiâme XI 
(en prenant toujours ces mots dans le sens du § 32) sont absoltf^ 
ment vraies, et en ce sens, ne s'appuient sur aucune hypothèse. 
II y a donc une Trigonométrie plane a priori, dans laquelle lesys^ 
tème seul vrai reste inconnu, et où l'on ignore seulement les 
grandeurs absolues des expressions, mais où un seul cas connu 
fixerait évidemment tout le système. La Trigonométrie sphérique, 
au contraire, est établie d'une manière absolue au § 26. 

On a, sur la surface F, une géométrie entièrement analogue à 
la géométrie plane dans le système 1. 

m. S'il était établi qae c'est le système 1 qui a lieu, il ne res- 
terait plus rien d'inconnu sur ce point. Mais s'il était établi que le 
système 2 n'est pas vrai, alors (§31 ), étant donnés, par exemple, 
d'une manière concrète, les côtés x^ y et l'angle rectiligne qu'ils 
comprennent, il est clair qu'il serait impossible en soi et par soi 
de résoudre absolument le triangle , c'est-à-dire de déterminer 
a priori les autres angles et les rapports du troisième côté aux 

4 



:iO LA SCIRNCE ABSOI.DR 

(Jeun cdtés donnés, à moins que l'on ne déterminât les quantités 
X, Y. Pour cela, il faudrait que i'on eût sous forme concrète quel- 
que longueur a dont le A fût connu. Alors iBeraiiYunité naturelle 
de longuetir (comme e est la base des logarithmes naturels). Si 
Texistence de celte quantité i est supposée reconnue, nous verrww 
comment on peut la construire, au moins avec une grande approzî- 
malion, pour la pratique. 

IV. Dans le sens expliqué (I et H), on pourra évidemment appli- 
quer partout la méthode analytique moderne (si utile, lorsqu'on 
l'emploie dans des limites convenables). 

V. Enfin, le lecteur ne sera pas fôché de voir que, dans le cas 
où c'est le système S, et non le système 1, qui a réellement lieu, 
on peut construire une figure rectiligne éjrale à un cercle. 

§34. 

Par d, on mènera dm \\\ an de la manière suivante. Du point d 
abaissons db \_ an; en un point quelconque a de la droite ab, 

I élevons flc L "» (dans le plan dba) , et 
abaissons de \_ ac. On aura (§ 27) 
O eà : ab = i : &ia z, 
pourvu que dm soit Hj bn. Or, sin z n'est 
pas > 1 ; donc ab n'est pas > de. Donc 
un quadrant décrit du centre a dans bac, avec un rayon = de, 
aura un point 6 ou o commun avec bd. Dans le premier cas, on a 
évidemment z =■ B. Dans le second cas, on aura (§ 25) 

O ao {= O eâ) : O f^b = l : &\a aob, ■ ;.-. 

et par suite i = aob. Si donc on prend z = aob, dm sera |11 fri»._ 

§35. 

Si c'est le système S qui a lieu, on pourra, comme il suit, mener 
une droite L à l'un des côtés d'un angle aigu, et qui soit en même 
temps m à l'autre côté. 
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Soit am LbCy et supposons ab = ac assez petit (§ 19) pour 
que, si Ton mène bn \\\ am (§ 34'), abii soit > que l'angle donné. 

Menons, de plus, cp \\\ am (§ 34), 
et soient nbg^pcd égaux l'un et 
l'autre à Fangle donné, bgeicd 
se rencontreront; car ûbg (tom- 
bant , far constnuUion , à Tinté- 
rieur de nbc) coupe cp en e, on 
aura (à cause de bri'^cp) ebc < ecb^ et par suite ec < eb. 
Soient ef= ec, efr = ecdj et f$ \\\ ep; f$ tombera dans Tangle 
bfr. Car, puisque bn ||| cp, d'où bn \\\ cp, et bn \\\ /i, on aura 
(§ 14) fbn + bfs <^fl = fbn + ft/'r. Donc 6 /'s <bfr. Par 
conséquent, /'r coupe ep , et par suite cd coupe aussi c^ quelque 
part en d. Soient maintenant dg = dc^ et d^/ = dcp = gbn. 
On aura (à cause de cd-^gd) bn\ù:igt^cp. Soit k (§19) le 
point ou la ligne Ldebn rencontre bg^eikl Taxe de cette ligne L. 
On aura bn-^kly et par suite bkl = fcgf^ =- dcp. D'ailleurs, 
kl^cp. Donc k tombe évidemment engr, etgf< |11 bn. Si Ton 
élève maintenant ho L sur le milieu de bg^ on aura construit 
ho III 6n. 

§36. 



Éta nt do nnés la droite cp et le plan mab , soit cb L mafr , bn 
(dans 6cp) L ^^9 6t c^ ||| 6n (§ 34). La rencontre de cp (si cette 

ligne tombe à l'intérieur de bcq) avec 
bn (dans cbn)^ et par suite avec maby 
peut se déterminer. Et si Ton donne les 
deux plans pcq^ mab y et que l'on ait 
cb L fnaby cr L pc^^ et (dans bcr)^ 
bn [_ bcy es \_ cTy bn tombera dans 
mab y êtes dans pcg; et lorsqu'on aura 
trouvé l'intersection de bn et de es (si elle a lieu), la perpendlicu- 
laire menée par cette intersection, dans poq^ à la droite es sera 
sera évidemment l'intersection de ma 6 et de pc 5. 
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§37. 

Sur am ||| bn il se trouve un point a, tel qu'on a ont • 
Si {d'après le § 34) on construit, hors de nbm, gl \ 
qu'on fosse bg \_ gt, gc = g 
III gt; soit mené igd de (elle 
qu'il fasse a vec tgb un a ng 
celui que feit pco avec pc6. Cl 
ensui te (§ 36) l'intersection dq de Igd 
avecn6a, et soit enfln ba \_ dq. 
On aura, à cause de la similitude des 
triangles de lignes £ tracés sur le i^de (n (§31), db = da, et 
am ^ bn. 

Il est focile d'en conclure que, des lignes L étant données par 
leurs seules extrémités, on peut obtenir de cette manière, dans F, 
une quatrième proportionnelle , ou une moyenne proportionnelle, 
et exécuter, sans recourir à l'Àxiâme XI, toutes les constructions 
géométriques qui se font sur le plan dans le système 1. Ainsi, par 
exemple, on pourra diviser géométriquement -4 iî en un nombre 
quelconque de parties égales, si l'on sait faire celte division dans 
le système 2. 



Si l'on construit (§ 37) par exemple, nbq =-^ R, et qu'on 
mène (g 35), dans le système 5, am L bq et ||1 bn ; si l'on dé- 

I termine, de plus (§ 37), ^tm ■^ bn, on aura, 
en posant;a = a: (§ 28), 
: 



l:sin-l-fl = 2, 

I et X sera construit géométriquement. On peut 
I calculer nbq de manièro que ja diffère de't 
aussi peu que l'on voudra, ce qui aura lieu pour sin nbq = -7- 



Si (dans un plan)p5 etst sont 11 à la droile mii (§ 27), et 
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que les perpendiculaires abj cdk mn soient égales entre elles, on 
aura évidemment A dec = A bea; par suite, les angles (peut- 
être mixtilignes) ecp, eat coïncideront, et 
Ton aura ec=^ea. Si, de plus, cf=:zag^ 
alors A acf= A cag, et chacun d'eux est la 
moitié du quadrilatère fagc. Si fagc^ hagk 
sont deux de ces quadrilatères, de base d^, 
compris entre pq et st , on démontrera leur 
équivalence (comme chez Euclide), ainsi que Téquivalence des 
triangles agCj aghy de base commune a$f, et ayant leurs sommets 
snrpq. On a, de plus, acf -= cag^ gcq = cga^ eiacf + agc 
-t- gcq = 2 iî (§ 32); par suite, on a aussi cag + acg + cga 
= 2 jR. Donc, dans tout triangle acg de cette espèce, la somme 
des angles = 2 i2. Soit que la droite ag coïncide avec ag ( || mn)^ 
ou non, réquivalence des triangles agc y aghy tant sous le rapport 
de leurs aires que sous celui de la somme de leurs angles, est 
évidente. 

§ 40. 

Des triangles équivalents abc y abd {que nous supposerons désor- 
mais rectilignes)y ayant un côté égal, ont des sommes dF angles égales. 
Menons, en effet, mn par les milieux de a c et de 6c, et soit 
(par le point c) pq \\ mn. Le point d tombera sur pq. Car, si bd 

coupe nt n au point 6 , et par conséquent 
pq à la distance ef = eby on aura 
^abc= ^abf y etfdiVSUiitediUm i^abd 
= /^abfy d'où il s'ensuit que d tombe 
en /*. Mais si bdne coupe paâ mn , soit 
c le point où la perpendiculaire au mi- 
lieu de a 6 rencontre pq , et soit gs = ht y 
de sorte que st rencontre bd prolongée en un certain point k (ce 
qui peut se faire comme on Ta vu au § 4). Soient, de plus, 
sl=^ saylo\\styeXo l'intersection de bk avec lo. On aurait alors 
A aé/= A dho (§39), et par suite A «&^ > A «id, ce qui 
serait contraire à l'hypothèse. 
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H'- 

Des triangles équivalmU abc, def ont des sommes d^ angles 
égales. 

Menons mn par les milieax de ac et de bc, et pq par les milieux 
de dfei de fe; et soient rs \\ mn , lo \\ pq. La perpendiculaire 
ag à rs sera égalera la perpendi- 
culaire dh à fo, ou elle en différera; 
par exemple, d A sera la plusf^nde. 
Dans chacun de ces deux cas , la 
O df, décrite du centre a , aura 
avec gs quelque point commun k, 
et alors (§ 39) on aura A abk= ^abc=^ Arf^^Or, leA akb 
(§ 40) a même somme d'angles que le A def, et (§ 39) même 
somme d'angles que le A abc. Donc les triangles abc, défont 
même somme d'angles. 

Dans le système S, la réciproque de ce théorème est vraie. 
Soient, en effet, abc, de/deux triangles ayant même somme d'an- 
gles, et A bal = A def. Ces derniers Wangles auront, d'après 
ce qui précède, la même somme d'angles, et il en sera par suite 
de même des triangles abc, abl. IL résulte de là évidemment 

bcl+ blc + cbl~iR. 

Or (§31) la somme des angles de tout triangle, dans le système S, 
est < 2 il. Donc l tombe nécessairement en c. 



Soit M le supplémmt à 2 iî de la somme des angles du A o^bc, 
V le «Mpp/^mcHt à 2 iï de la somme des 
angles du A def. On aura 

Afl&c : A def^=«: v. 

Soit, en effet, p la valeur commune de 
chacun des triangles acg, gch, hcb, dfk, 
kfe, et soit A (^bc — mp, A def= np. Désignons par * la 
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somme des angles d'un quelconque des triangles égaux à p. On 
aura évidemment ^ R — u = ms — (m — 1). 2/1=27? 
— w(2iî — s), et w = m (2 R — s); de mêmev = n (2i? — s). 
Donc ^abc : A def^= m : n = u : v. La démonstration s'étend 
sans peine au cas de Tincommensurabilité des triangles abc^ def. 
On démontre de la même manière que les triangles sur la sur- 
face de la sphère sont entre eux comme les excès des sommes de 
leurs angles sur 2 R. Si deux des angles du A spbérique sont 
droits^ le troisième z sera Vexcès en question . Or, en désignant 
par p la circonférence d'un grand cercle , ce A est évidemment 

z t)' 

= Q — -5— (§ '"^2, VI). Pav conséquent, un triangle quelconque 
dont l'excès des angles sur 2 /{ est 2 , est = — y- 

§43. 

Ainsi, dans le système 5, Taire d'un A rectiligne s'exprime au 

moyen de la somme des angles. Si ab croit 
jusqu'à l'infini, alors (§42) le rapport 
^abc : (R — u — v) sera constant. Or 
A abc — bacn (§ 32, V), et iî — u — v 
--- 2 (§ 1). Donc 




bacn :z= Z^abc: (fl— ti— r)=6ac'n' : z'. 

On a, de plus, évidemment (§ 30) 

bdcn : bd'c'n' =r:r' = tang z : tang z'. 

Or, pour j/' - -^ 0, on a 

bd'c'n' . , . tangjz:' 

— i, et aussi ', — . - 1. 



bac'n' z' 

Par conséquent, 

bdcn : bacn = tang z : 2. 

Mais nous avons trouvé (§32) 

bdcn =zr:i=z e* tan;^ z. 



^6 LA SCIENCE ABSOLUE 

Donc 

bacn =1 i. t'. 

En désignant désormais, pour abréger, par A tout triangle doot 
le supplément de la somme des angles est i , nous aurons ainsi 



On conclut de là facilement que, si or\\\amelro\\\ab, l'aire 
comprise entre or, st, bc (laquelle est évidemment la limite ab- 

Isolue de l'aire des triangles rectilignes 
indéQniment croissants, ou la limite 
de A pour z — 2 fl), sera égale à 
xt'=Qt(dan8F).Ea désignant cette 
limite par Q, on aura encore (§ 30) 

ir I* = tang- i. D = r (dans F) (§ 21) 

- G « (1 3î, VI), 

en représentant la corde cd par s. Si maintenant, au moyen d'une 
perpendiculaire élevée sur le milieu du rayon donné i du cercle 
dans un plan (ou du rayon de forme L du 
cercle dans F), on construit (§ 34) db 
m •^cn; en abaissant ca L t'^i et étevint 
cm |_ ca, on aura z; d'oïl (§ 37), en pra- 
' nant arbitrairement un rayon de forme L 
pour unité , on pourra déterminer ^mé- 
triquement tang*z, au moyen de deux lignes 
uniformes de même courbure (lesquelles, 
leurs seules extrémités étant données, et leurs axes construits, 
pourront évidemment être traitées comme des droites dans la 
recherche de leur commune mesure, et équivaudront sous ce rap- 
port à des droites). 

On peut, en outre, construire comme il suit un quadrilatère, 
par exemple, un quadrilatère régulier, d'aire = D - Soit abc = R, 
bac = -^^ R, acb = -J- R, et éc = x. On pourra exprimer X 
(§ 31, II) par de simples racines carrées, et le construire (§ 37). 
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Connaissant Xj on pourra déterminer â? (§ 38, ou encore ^ 99 
et 35). L'octuple du A ^^^ est évidemment = □ , et par là un 

cercle plan se trouve carré géométriquement au 
moyen cPune figure rectiligne et de lignes unifor- 
mes de même espèce (c'est-à-dire de lignes équi- 
valentes à des droites quant à leur comparaison 
entre elles). Un cercle de la surface F est planifié 
de la même manière ; alors ou V Axiome XI d'Euclide est vrai, 
ou l'on a la quadrature géométrique du cercle, quoique rien jus- 
qu'ici ne décide laquelle des deux propositions a réellement lieu. 
Toutes les fois que tang * 2; est ou un nombre entier, ou un 
nombre fractionnaire rationnel , dont le dénominateur (aprè^ ré- 
duction à la plus simple expression ) est ou un nombre premier de 
la forme 2** 4- 1 (dont 2 = 2° + 1 est un cas particulier), ou 
un produit d'autant de nombres premiers de cette forme que Ton 
voudra, dont chacun (à Texception de 2, qui peut seul entrer un 
nombre quelconque de fois) n'entre qu'une seule fois comme fac- 
teur; on pourra, par la théorie des polygones donnée par Gauss 
(et pour de telles valeurs de z seulement) , construire une figure 
rectiligne = tang* 2; = Qs. Car la division de Q ('e théorème 
du § 42 s'étendant facilement à des polygones quelconques) exige 
évidemment le partage de 2 /{, lequel (comme on peut le démon- 
trer) n'est possible géométriquement que sous la condition précé- 
dente. Dans tous les cas pareils, ce qui précède conduit facilement 
au but; et toute figure rectiligne peut être transformée géométri- 
quement en un polygone régulier de n côtés , si n est de la forme 
indiquée par Gauss. 

Il resterait encore, pour compléter entièrement nos recherches^ 
à démontrer Fimpossibilité de décider (sans avoir recours à quelque 
hypothèse) si c'est le système 2, ou quelqu'un des systèmes S (et 
lequel) qui a lieu réellement. C'est ce que nous réserverons pour 
une occasion plus favorable. 
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REMARQUES SUR LE MÉMOIRE PRÉCÉDENT, 



PAR W. BOLYAI. 



{TmUOÊnmf, t. II, p. 880 et suiv.) 

QuMl me soit permis d'ajouter ici quelques remarques appar- 
tenant à Tauteur de ï Appendice, qui voudra bien me pardonner 
si je n'ai pas toujours bien rendu sa pensée. 

Les formules de la Trigonométrie sphérique (démontrées dans 
ie Mémoire précédent, indépendamment de TAxiôme XI d'Euclide) 
coïncident avec les formules de la Trigonométrie plane, lorsque 
l'an considère (pour nous servir d'une façon de parler provisoire) 
les côtés d'un triangle sphérique comme réels, ceux d'un triangle 
rectitigne comme imaginaires; de sorte que, lorsqu'il s'agit des 
formules trigonométriques , on peut regarder le plan comme une 
sphère imaginaire, en prenant (lour sphère réelle celle dans laquelle 
sin R = 1. 

On démontre (§ 30) qu'il existe une certaine quantité i (dans 
le cas où l'Âxiôme d'Euclide n'a pas lieu) , telle que la quantité 
correspondante / est égale à la base e des logarithmes naturels. 
Dans ce cas, on établit encore (§ 31) les formules de la Trigono- 
métrie plane, et de telle manière (§ 32, YII) que les formules sont 
encore vraies pour le cas de la réalité de l'axiome en question, 
en prenant les limites des valeurs pour i • — oo . Ainsi le sys- 
tème euclidien est en quelque sorte la limite du système anti- 
euclidien pour i^^ao . Prenons, dans le cas de l'existence de t, 
Tunité = t, et étendons les définitions des sinus et des cosinus 
aux arcs imaginaires, de sorte que, p désignant un arc soit réel, 
soit imaginaire, l'expression , 
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soit toujours appelée le cosintLs de p, et Texpression 



2l/-i 



le sinus de p. 
On aura alors, pour q réel. 



g9 ^q g-q V^i.V^ ^ff 1/^. V^i 



2 I/-1 2 K- 1 

= sin (- q V^^) = — sln {q k"^), 
et de même 



cos 



(— îK-i) = cos(?|/=^l), 



en admettant que, dans le cercle imaginaire comme dans le cercle 
réel, les sinus de deux arcs égaux et de signe contraire soient 
égaux et de signe contraire, et que les cosinus de deux arcs égaux 
et de signe contraire soient égaux et de même signe. 

On démontre, au § 25, d'une manière absolue, c*est-à-dire indé- 
pendamment de Taxiôme en question, que, dans tout triangle 
rectiligne, les sinus des angles sont entre eux comme les circon^ 
fércnces qui ont pour rayons les côtes opposés à ces angles. On 
démontre en outre, pour le cas de Texistence de la quantité i, que 

(^ -A 

la circonférence de rayon y est égale à ici \c' — e ' /, ce qui, 

pour i = 1 , devient tt \e — e J. 

Par suite (§31), dans un A rectiligne rectangle dont les côtés 
de Tangle droit sont a et 6 , et Thypoténuse c , et dont les angles 
opposés aux côtés a, 6, c sont a, ^, /2, on a (pour i = i) : 

D'après I , 

1 : sin « = iT («*— e" ; : n (tf* — e""*). 



60 LÀ SCIENCE ABSOLUE 

et par conséquent, 



1 : sin a = - 



= — sin (c K— : — sin (a K— l) 

= sio (c k'— l) : sin (a K— l) ; 
D'après II, 

cos « ; sin j3 = cos (a K— l) : 1 ; 
D'après 111 , 

cos (c |/^) = cos (a k^^). cos {b K=^). 

Ces formules, comme toutes les formules de Trigonométrie plane 
qui en découlent , coïncident complètement avec les formules de 
la Trigonométrie sphérique, à cela près que si, par exemple, les 
côtés et les angles d'un A rectiligne rectangle sont désignés par 
les mêmes lettres que ceux d*UQ A sphérique rectangle, les côtés 
du A rectiligne devront être divisés par ^^— 1 pour que Ton ob- 
tienne les formules relatives au A sphérique. 

II vient ainsii pour un A sphérique, 

par I, 1 : sin a = sin c : sin a; 

par II, 1 : cos a = sin ]3 : cos «; 

par. m , cos <^ = cos a cos b. 

Le lecteur pouvant se trouver arrêté par l'omission d'une dé- 
monstration (p. 49), il ne sera pas inutile de faire voir, par 
exemple, comment de Téquation 

on déduit la formule 

c* = a* + 6% 

ou le théorème de Pythagore pour le système euclidien. C'est pro- 



k' 


2.3.4.1» 


** 
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bablement ainsi que Fauteur y est parvenu, et les autres- consé- 
quences s'en tirent d'une manière analogue. 
On a, par la formule connue, 

e • z^z I -4 -4- I -4- — — — -f- . + ...» 

I • 2t* 2.3.i' <» ^ » ••* ^ 
--T . k k* *• 

ff ' \ —— -4—, ■— ^— •»— _>ai>a> ..Xm aiM—i..^.^^.^ .^^ • • • f 

t 2t* 2.3.1» 2.3.4.1* 

et par suite 

t" 3.4** I» 

u k* 

en désignant par -r^ la somme de tous les termes qui suivent -r^ ; 

et Ton au — , lorsque .t ^^ oo . Car tous les termes qui suivent 

k* &* 

— :j- étant divisés par i\ le premier de ces termes sera ; et 

k* 
comme le rapport d'un terme au précédent est partout < ^^ , la 

k* 
somme est moindre qu'elle ne serait, si ce rapport était =-77-, c'est- 

à-dire moindre que 

<:* / A:* \ A:* 

3.4.t« • \ «•/ 3.4 (t'—**)' 

quantité qui évidemment - — lorsque t *-^ 00 . De l'équation 

6* + e~~= ±.\e~*~^ e *~+ «"*"+ e ~) 
il résulte (en appelant u>, v, X des quantités analogues au) 

d'où 



a* + 2a6 -h 6*4- a* — iab-h 6*-ht;-h> — m; 



quantité qui — a* + fc*. 



62 LA SCIENCE ABSOLUE 

REHARaoE. — Le rayon de la sphère dans laquelle le sinus total 
1 = i est rordoDoée y cTuoe \\^e L , éga\e à t = 1 et menée 
par une des extrémités de L perpendiculairement à l'axe passant 
par l'autre extrémité. Car, dans la surface appelée F (§ 21 ), toute 
la Géométrie euclidienne a Heu, les lignes L jouant le rôle des 
lignes droites; et pour un rayon de forme L égal à 1 , lequel sera 
le sinus total dans F, le rayon de la même circonférence dans son 
plan sera le y en question ; ce qui s'applique facilement à la sphère 
imaginaire à laqudle le plan se ramène dans le système anti- 
euclidien. 



(Kurier GrwKklsi u. v. w., p. 83). 

Lobatschewsky et l'Auteur de VAppendix considèrent l'un et 
l'autre deux points ti, b de la sphère-limite et les axes correspon- 
dants am , bn (§ 23). Us démontrent que, si 
a, ^, y désignent les arcs de cercle-limite ab, 
cd, ht , séparés par les segments d'axe ac~i, 
aA = (T, ona 



f=(Tr- 



Lobatschwesky représente la valeur de —par e" , e ayant une 
valeur quelconque > 1, dépendante de l'unité de longueur qu'on 
a choisie, et pouvant être supposée égale à la base népérienne. 

L'auteur de VAppendix est conduit directement à introduire la 
base des logarithmes naturels. Si l'on pose — = S, et que y, y 
soient des arcs situés aux distances y, i de a, on aura 

—=é = y, ~ = 5 =1, 
7 y 

d'où 

¥=I~. 

Il démontre ensuite (§ 29) que, si « est l'angle que fait une droite 
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avec la perpendiculaii^e j/ à sa parallèle, on a 

F = cot -f u. 

Si Ton pose donc 2 = -5 w, il viendra 



1 



F=:lang(2 4--i-tt) = — 



tang z 4- tang y u 



tangztangf t/ 



d'où l'on lire, en ayant égard à la valeur de tang -f ^ = Y'* $ 

lang:î=|(r-F-*) = -f (/^-/"~)(i30). 

SI maintenant y est la demi-corde de Tare de cercle-limite 2r, 

r 
on prouve (§ 30) que -. = constante. En représentant par i 

2r 
celte constante, et faisant tendre y vers zéro, on aura ~ "^ ^ > 

d'où 

^. -^2$ tang;? — ^ tJ , 

ou en posant — !- =k, I=e^, 

y 

&> étant infiniment petit en méime temps que k. Donc, à la limite, 
4 = /, et par suite / = e. 

La circonférence tracée sur la sphère-limite avec Tare r de 
courbe-limite pour rayon, a pour longueur 2icr. Donc 

Cy = 2 7rr=27rtlang;î=7rt(F— F"*) • 

Dans le A rectiligne où a, ^ désignent les angles opposés aux 
côtés a, 6, on a (§25) 

sin « : sin 13 = C « : O b = iti{A—A''') : ni {B—B"') • 

=:sin(a^CIî) : sin (6 l/ZIî) . 

Ainsi dans la Trigonométrie plane comme dans la Trigonométrie 
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sphérique, les sinus des angles sont entre eux comme les sinus des 
côtés opposés, si ce n*est que, sur la sphère, les côtés sont réels, 
et que dans le plan on doit les considérer comme imaginaires, de 
même que si le plan était une sphère imaginaire. 

On peut arriver à cette proposition sans avoir déterminé préala- 
blement la valeur de /. Si Ton désigne, en effet, la constante 

-T- par g, on aura, comme précédemment, 

d'où Ton déduit la môme proportion que ci-dessus, en prenant pour 
i la distance pour laquelle le rapport I est égal à e. 

Si Taxiôme XI n'csst pas vrai, il existe un i déterminé, qu'il faut 
substituer dans les formules. Si, au contraire, cet axiome est vrai, 
il faudra faire dans les formules t = oo . Car, dans ce cas, la 

Mm 

quantité — = 7 est toujours = i, la sphère-limite étant un plan, 

7 
et les axes étant des parallèles dans le sens d'Euclide. L'exposant 

— doit donc être nul, et par suite t = oo . 

Il est facile de voir que nos formules de Trigonométrie plane 
s'accordent avec celles de Lobatschewsky. Prenons, par exemple 
la formule de l'art. 37, p. 30, 

tang n (a) = sin B tang n (p) , 

a étant l'hypoténuse d'un A rectangle, p un côté de l'angle droit, 
et B l'angle opposé à ce côté. Notre formule du § 31 , 1, donne 

1 : sinB = (A-4-*): (P-P"*) . 

Or, en faisant, pour abréger, -f H (*) = A^'> on a 

tang2p' : tang2a' = (cota'— tanga')-(cotp'— tangp') 

' = (4-il~*);(P-P~*) 
= 1 : sin J?. 
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SUR 



LES THÉORÈMES D'IVORY 



RELATIFS 



AUX SURFACES HOMOFOCALES DU SECOND DEGRÉ 



Je me propose d'exposer, dans ce travail, certaines pro- 
priétés focales des surfaces du second ordre, et aussi des 
surfaces du quatrième ordre ayant le cercle de l'infini pour 
ligne double. 

Mes recherches, terminées depuis longtemps, ont pour base 
les beaux théorèmes développés par Jacobi , dans une lettre à 
Steiner publiée en 1834 dans le Journal de Crelle (t. XII, p. 137), 
lettre qui a été traduite beaucoup plus tard, en 1846, dans le 
Journal de M. Liouville (t. XI, p. 237). 

J'hésitais à publier les résultats de mes travaux, pensant 

que ces théorèmes de Jacobi, si importants au point de vue 

philosophique, avaient dû faire le sujet d'études nombreuses 

et détaillées. Tout récemment, la publication des notes de 

Jacobi dans le Journal de M. Borchardt et celle d'un travail de 

M. 0. Hermès sur le même sujet ont rappelé l'attention des 

géomètres sur les théorèmes de Jacobi, et elles ont mis en 

1 



i SUR LES THÉORÈMES D^IVORY, RELATIFS 

évidence que ces propositions n'avaient pas été jusqu'à ces 
derniers temps l'objet d'études suivies et développées (*). 

Peut-être trouvera-t-on dans les pages qui suivent quelques 
résultats encore nouveaux; en tous cas, elles auront peut-être 
l'avantage de faire mieux connaître des propositions impor- 
tantes de la théorie des surfaces homofocales. Ces proposi- 
tions, en étendant aux surfaces du second ordre les propriétés 
métriques des foyers dans les sections coniques, comblent, comme 
le remarque Jacobi, une lacune très importante, et qui avait 
été d'ailleurs signalée dès 1830 dans la note de V Aperçu histo- 
rique qui traite des surfaces homofocales. 

Pour indiquer d'une manière plus précise la matière de ce 
travail, nous dirons qu'un esprit non prévenu ne peut se re- 
fuser à trouver dans les propositions de Jacobi la généralisation 
de ce théorème connu : La somme ou la diflférence des rayons 
vecteurs menés d'un point de la conique aux deux foyers est 
constante. 

Paris, le 12 Janvier 1872. 



(^) Il faut cependant citer un travail intéressant d'un jeune géomètre, 
M. CoHN, inséré dans le Journal de M. Borchardt. 
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§1". 



PROPOSITIONS PRELIMINAIRES. 

Jacobi commence sa lettre en énonçant le théorème suivant, 
qui avait déjà été donné par M. Chasles : 

Les focales (fun cône circonscrit à une surface du second ordre 
sont les génératrices des surfaces homofocales à la proposée et 
passant par le sommet du cône. 

Cette proposition est comprise comme cas particulier dans 
la suivante : 

Si une surface du second degré (M) est inscrite dans une autre 
quadrique {X), les focales de la surface (M) se trouvent sur des 
surfaces homofocales à (A). 

Cette proposition pourrait se déduire des beaux théorèmes 
généraux donnés par M. Chasles sur les surfaces homofocales 
{Journal de Liouvilte, t. V, 2* série). Nous la rencontrerons 
comme un corollaire de principes plus généraux. Il ne sera 
donc pas inutile de la démontrer directement, et d'y rattacher 
plusieurs conséquences qui ont en elles-mêmes quelque in- 
térêt, et qui d'ailleurs pourront servir de vérification dans la 
suite de ce travail. 

Supposons que la surface (A) soit rapportée à sou centre et 
à ses axes principaux. L'équation de cette quadrique sera 

(1) ^• + |i4-^,-l = 0. 

a* 6" c* 

L'équation de la surface (M), inscrite dans la précédente (A), 
prendra la forme 

(2) |; 4- |î + ^ — 1 — (wa? -h «y 4- p^ + ?)• = 0. 

Pour obtenir les focales de cette dernière surface, nous allons 
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chercher le lieu des centres des sphères de rayon nul, tangentes 
en deux points à cette quadrique. Soit 

(3) (a;-«)« + (y-p)»-h(;j-7)' = 

l'équation d'une de ces sphères. En exprimant que l'intersec- 
tion des surfaces (2) et (3) se compose de deux courbes planes, 
on obtient sans difficulté les équations de condition suivantes. 



a* m* 6* n* c*p* 



4- Z TTT-h 



a* ma, fe*n(3 c^py 



^-1=0. 



A A A 



+ q = , 



a' 



A A A 

X est, dans ces équations, le facteur par lequel on multiplie 
l'équation (3) de la sphère, avant de l'ajouter à celle (2) de la 
surface (M). 

La première de ces équations détermine la valeur de 7; les 
deux dernières représentent une conique plane, et comme on 
a trois valeurs de X , en les substituant successivement dans 
les deux dernières équations, on aura les équations des trois 
focales. Ces trois focales sont d'ailleurs à l'intersection d'un 
plan et d'une surface homofocale à la proposée. On peut donc 
énoncer la proposition suivante qu'il s'agissait de démontrer : 

Théorème I. — Si une quadrique (M) est inscrite dans une 
autre quadrique (A), les focales de (M) sont sur une surface homo- 
focale à (A). 

On peut faire quelques remarques sur les équations précé- 
dentes et les résultats qu'on en a déduits. D'abord les racines 
de l'équation en X ne dépendent que de m, n , p, et restent 
par conséquent les mêmes tant que la surface (M) coupe le 
plan de l'infini suivant la même courbe. Donc, si Von considère 
toutes les surfaces homothétiques inscrites dans une quadrique, 
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leurs focales se déplacent sur trois surfaces fixes homo focales à 
la quadrique, 
La proposition réciproque suivante a plus d'importance : 

Théorème IL — Toute surface (M) ayant pour focale une sec- 
tion plane de la quadrique (A) est inscrite dans une surface 
homofocale à (A). 

On déduit en effet sans peine du calcul précédent l'équation 
générale des surfaces ayant pour focale une conique donnée. 
Il suffit de changer quelques notations, et l'on arrive à la 
conclusion suivante : 

Soient 

(4) mx + ny -\- pz -h g = , 

(5) î:H-g + ?:_i=o, 

^ ' a» b* c* 

les équations d'une conique dans l'espace, section plane de la 
surface (A) (5). 

L'équation générale des surfaces admettant cette courbe 
pour focale est 

(a*mx b^ny c^pz V 

l étant un paramètre dont la variation donne toutes les sur- 
faces (M) ayant pour focale la conique donnée. Cette équation 
démontre d'ailleurs le théorème précédent, la surface qu'elle 
représente étant évidemment inscrite à la surface (A'), 

x^ y* 2* 1 A 

homofocale à (A). 
L'équation du plan de contact est 

a^mx b^ny c^pz 
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On voit que ce plan a même pôle par rapport à la surface (A') 
que le plan de la focale par rapport à la surface (A)-. 

L'équation (6) donne lieu d'ailleurs à une autre conséquence, 
qu'il est très important de signaler. Si Ton donne à X une des 
trois valeurs a\6',c';c* par exemple, l'équation de la sur- 
face (M) devient 

Cette surface particulière (M) coupe donc le plan des xy sui- 
vant la focale de (A), et l'on peut énoncer la proposition 
suivante : 

Théorème III. — Étant données, dans Fespaoe, deux coni- 
ques C,Cj si Von peut placer C sur une surface (A) ayant C 
pour focale, réciproquement on pourra faire passer par (G) mie 
surface (A') ayant C pour focale. 

On peut généraliser beaucoup ce théorème de la manière 
suivante : 

Théorème IV. — Si deux surfaces (A) , (A') sont telles qu'une 
surface homofocale à la première est inscrite à une surface ho- 
mofocale à la seconde, à toute surface (M) homofocale à (A) on 
pourra inscrire une surface (M') homofocale à (A'). Le pôle de 
contact des deux surfaces (M) , (M') sera le même pour tous les 
couples de ces surfaces. 

En outre, si l'on associe à une surface (N), homofocale à (A), 
une surface (N') quelconque homofocale à (A'), la développable 



circonscrite à (N) et à (N'), N N' U suivant la notation de 



M. Chastes, sera aussi circonscrite à une sphère ayant pour cen- 
tre un point fixe, qui est le pôle commun de contact de tom les 
couples (M) , (M') déjà considérés. 

La démonstration peut se faire de la manière suivante : 
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Soient 

A = , A' = 

les équations tangeniieUes des deux surfaces (A) , (A'). Soit de 

même 

C = 

l'équation tangentielle du cercle de l'infini. Toute surface ho- 
mofocale à (A) aura pour équation 

A 4->C = 0. 

Toute surface homofocale à (A') aura de même pour équation 

A' -H X' C = . 

Puisque, par hypothèse, il y a une surface homofocale à (A) 
qui est inscrite dans une surface homofocale à (A'), on a 
l'identité 

(8) A 4- A:C + m(A' + *' C) = P* , 

où P' désigne le carré d'une fonction linéaire, et qui exprime 
que les deux quadriques 

A -h A:C = 0, 
A'4-Â;'C = 0, 

homofocales à (A) et à (A') respectivement, sont inscrites l'une 
à l'autre, avec le pôle de contact 

P = . 

L'identité (8) peut d'ailleurs s'écrire 



(9) 



A-+->C-+-wrA' + (A:'— ^)cl = P*. 



Donc il y aura une infinité de couples 

A + XC = 0, 

• de quadriques homofocales à (A) et à (A') et inscrites l'une à 
l'autre, ce qui est la première partie du théorème. On voit 
' > d'ailleurs que le pôle de contact 

P = 
demeure invariable pour tous ces couples. 
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En second lieu, l'identité (8) peut s'écrire 

(10) A + XCH-m(A' 4-VC) = P»-h [l'-k-hm{V-k')]C, 

Par suite les deux surfaces 

N = A4-XC = 0, 

N'=A'-+-VC = 0, 

homofocales à (A) et à (A'), et la sphère 

sont, en vertu de l'identité (10), inscrites dans une même dé- 
veloppable. Enfin la sphère a son centre au pôle 

P = 0, 

ce qui justifie la dernière partie de la proposition. 

Le théorème III est évidemment un cas particulier du pré- 
cédent . Il suffit de supposer dans le théorème IV que les deuic 
surfaces (A) , (A') soient deux coniques infiniment aplaties, 
pour obtenir le théorème III et même une proposition plus 
étendue, le théorème IL On voit que, si l'on prend une section 
plafte d'une surface (A) , G' , cette section plane sera la focale 
d'une surface (A') passant par une focale quelconque G de (A), 
et de plus la développable circonscrite aux deux coniques G , G' 
sera circonscrite à une sphère ayant son centre en un point 
qui est soit le pôle du plan de G' par rapport à la quadrique (A), 
soit le pôle du plan de G par rapport à la surface (A'). Avec 
cette addition, le théorème III est l'extension du théorème 
suivant, relatif aux coniques : 

Si l'on prend sur une conique de foyers F , F' deux points 
A , B , réciproquement on pourra construire une autre courbe 
ayant pour foyers A , B, et passant par les points F, F'. En 
outre, les quatre droites qui joignent les points A , B aux deux 
points F , F' sont tangentes à un même cercle, dont le centirô 
est soit te pôle de AB par rapport à la conique de foyers P,F'; 
soit le pôle de FF' par rapport à la conique de foyers A , B. 

Nous avons ici à faire une remarque de quelque intérêt; Dans 
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le plan, il revient exactement au même de dire que la somme 
des distances de deux points Â , B de la conique aux deux 
foyers est la même, ou d'énoncer que les quatre droites qui 
joignent les deux points A , B aux foyers F , F' sont quatre 
tangentes d'un même cercle. Sous cette dernière forme, les 
propriétés focales seraient généralisées par cette proposition 
identique au théorème III (tel qu'il vient d'être énoncé) : 

La développable circonscrite à une focale de la quadrique et à 
une section plane quelconque de la surface, est aussi circonscrite 
à une sphère ayant son centre au pôle de la section plane. 

Mais cette propriété descriptive ne paraît pas être, comme 
dans le plan, l'équivalent d'une propriété métrique facile à dé- 
couvrir. 

On peut encore remarquer une autre analogie. Dans le plan, 
étant données les quatre droites qui joignent les deux points 
A , B aux deux points F , F' , ces quatre droites sont tangentes 
à un cercle, et la somme des tangentes menées des points F , F' 
à ce cercle est constante (et égale au grand axe). D'où il résulte 
que si, des deux foyers comme centres, on décrit deux cercles 
orthogonaux au premier, ces deux cercles se coupent en deux 
points de la courbe. 

De môme pour une quadrique : 

Théorème V. — Soit S la sphère inscrite dans la développa- 
ble qui est circonscrite à une section plane et à la focale. Si des 
différents points de la focale, comme centres^ on décrit des sphères 
orthogonales à S, ces sphères se coupent toutes en deux points 
appartenant à la quadrique. 

s. 

Cette proposition sera démontrée plus loin, ainsi que quel- 
ques-unes de celles qui précèdent. 

Ces théorèmes s'appliquent principalement à des surfaces 
tangentes les unes aux autres en tous les points d'une courbe 
plane. Le suivant concerne surtout les quadriques tangentes 
seulement l'une à l'autre en deux points. 

, .IbÉQBÈME VJ. — Si deux surfaces A, B sont tangentes l'une 
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à l'autre en deux points, on pourra asftoder à toute surface k' 
homofoeale à A une surface B' qui lui sera tangente en deuic 
points et qui sera homo focale à B. D'ailleurs, les deux plans tan- 
gents communs à k' et à B' aux deux points de contact se cou- 
peront suivant une droite fixe A, qui est celle qu'on déduirait du 
premier couple de surfaces, et les deux cônes circonscrits à la fois 
à ketà k' auront leurs sommets en deux points fixes. 
Si l'on associe à une surface A '' hœnofocale à A une surface 



quelconque B'^, homofocale à B, la développable k" fi''| sera 
circonscrile à une surface de révolution ayant deux foyers pses, 
situés sur la droite A, et sommets des deux cônes circonscrits à 
la fois aux deux surfaces données k,B. 

Ce théorème important donne lieu à un grand nombre de 
conséquences. Si Tune des surfaces hemofocales A " se réduit 
à la focale de A, on a le résultat suivant : 

Quand deux surfaces A , B sont tangentes en deux points, une 
des focales de A est tangente en deux points à une focale B' ho- 
mofocale à B. Réciproquement : Quand une quadrique A a pour 
focale une courbe tangente en deux points à une surface B , cette 
quadrique est tangente en deux points à une surface B' homofo- 
cale à B^ etc., etc. 

Le cas où l'une des surfaces est de révolution est un des 
plus importants, et servira de vérification à la suite de ce 
travail. 

Si une surface du second degré, de révolution, est tangmte en 
deux points à une quadrique, elle a ses deux foyers sur une qua- 
drique homofocale; et réciproquement : Si une surface du second 
degré de révohUièn a ses deux foyers sur une surface, elle est 
tangente en deîix points à une quadrique homofocale à la proposée. 

Ainsi^ d'après le théorème général indiqué plus haut, si, par 
une droite A^ on mène des plans tangents en a, a' ; b ,b' à deux 
surfaces homofocales k ,B , les deux points a , a' pourront être 
pris pour les foyers d^une surface de révolution tangente en b , b' 
à B, e^ rédproquermnL J'ajoute que les quatre droOm joignant 
deux^à deux les points a , a' ;b ;b' forment un quadriktière ûtué 
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sur une surface de révolution ayant pour axe la droite d , et par 
conséquent ces quatre droites sont tangentes à une infinité de 
sphères ayant toutes leur centre sur la droite A. 

§n. 

EXPOSÉ DB LA MÉTHODE DE JAOOBi; POINTS CORRESPONDANTS D*IVORY. 

Dans la lettre que nous avons citée, adressée à Stsiner, 
Jagobi étudie la transformation suivante, à laquelle il a été évi- 
demment conduit par le théorème d'IvoRY sur les points corres- 
pondants. 

Soient, dans l'espace, trois points a , 6 , c, auxquels on fait 
correspondre respectivement trois points A , B , G ; à un point 
m d'une première figure, on fait correspondre un point M d'une 
seconde figure, par la condition que les distances du point M 
aux trois points A , B , G soient égales aux distances du point m 
aux trois points a , 6 , c; c'est-à-dire que l'on ait : 

MA = ma, MB = m6, MG = wo, 

Cela posé, Jacobi donne sans démonstration le théorème sui- 
vant : A un plan, dans Vune des figures, correspond dans l'autre 
tme surface du second degré; 

Et de cette proposition, convenablement étudiée, il déduit 
en particulier la suivante, qui demande quelques développe- 
ments : 

U équation focale d'une ellipse peut être énoncée de la manière 
suivante : lly a entre les distances d*un point de l'elMpse à ses 
deux foyers^ la même relation qu'entre les distances <tun point 
d'une droite à deux points fixes pris sur cette droite. (Il est dair, 
en eflfet, qu'en désignant par r , r' les distances d'un point M 
d'une droite à deux points A , B pris sur cette droite, on a 
r + r*=AB.) 

De même, il y a entre les distances d'un point de F ellipsoïde 
à trois foyers pris sur la même focale la même relation qu'entre 
les distances (tun point du plan à trois points pris dans le plan. 
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Jacobi se proposait, comme Tindique un passage de sa lettre, 
de revenir sur ces beaux résultats ; il ne Ta pas fait. Cependant 
les fragments publiés dans le Journal de M. Barchardt permet- 
tent d'apprécier Timportance qu'aurait eue ce travail , resté 
inachevé. Dans ce qui va suivre, nous nous proposons de re- 
prendre d'une manière complète, sans nous arrêter toutefois 
aux cas particuliers, l'étude des théorèmes de Jacobi, en éten- 
dant ces théorèmes à certaines surfaces du quatrième ordre. 
Nous commençons par la théorie des points correspondants, 
qui est évidemment l'origine des travaux de l'illustre géomètre. 

Soit une série de surfaces homofocales du second degré défi- 
nies par l'équation 

a?' v* z* 

' ^ +--^-1 = , 



et supposons, pour fixer les idées, qu'on ait déterminé deux 
valeurs X', X" deX, auxquelles correspondent deux surfaces 
particulières. On appelle points correspondants sur ces deux 
surfaces ceux qui sont à l'intersection de ces deux surfaces avec 
une même courbe d'intersection de deux autres surfaces homo- 
focales variables. Soient (A), (A') les deux quadriques, et prenons 
un point M sur (A). Les deux quadriques autres que (A) et 
passant en M déterminent une courbe qui va couper la sùr- 
fhce (A') en huit points symétriques. Celui de ces points N' qui 
se trouve dans le même angle des coordonnées que M est appelé 
point correspondant de M. Les coordonnées x\ y', z\ x\ y\ z" 
de deux points M , M' correspondants sont d'ailleurs liées par 
les formules 

x' x' 



(42) 



ka»- 


-X' 


Va'- 


■ y 


y 




r 




yt*- 


y 


Vh'- 


a" 


z' 




z' 





Vc' — v V& 

On sait d'aiJl^urs que la distance de deux points M , N' pris 
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l'un sur (A), l'autre sur (A'), est égale à celle des points cor- 
respondants M' , N . 

Cela posé, parmi tous les ellipsoïdes homofocaux, il y en a 
un qui se réduit au plan des xy^ ou plutôt à la portion de ce 
plan comprise dans la focale. Faisons correspondre par la mé- 
thode précédente cette portion du plan à Fellipsoïde (E) ayant 
pour équation 

(13) ^^.|;^.£!=,. 

«• ft* c* 

Les formules (12) changent de forme, et si Ton désigne par 
X , Y , Z les coordonnées d'un point de l'ellipsoïde, par a? , y 
celles du point du plan, on aura 

X X 



(14) 



Y^ y 
Z 



et ces dernières formules nous montrent qu'à tout point {x , y), 
pris à l'intérieur de la focale, correspond un point réel de 
l'ellipsoïde (E); que, si le point {x , y) est sur la focale, le point 
correspondant de l'ellipsoïde est dans le plan de la focale; et 
enfin qu'à un point à l'extérieur de la focale ne correspond 
aucun point réel de l'ellipsoïde. 

Ces propositions admises, soient M , m deux points . oorrc^^r^ 
pondants, le premier dans le plan , le second sur l'ellipsoïde ; 
soient en outre a ^b ^c trois points fixes de la focale, auxquels 
correspondent trois points A , B , G de l'ellipsoïde, pris sur la 
section principale. (On reconnaîtra aisément que ces points 
sont à l'intersection de la section principale et des hyperboles 
homofocales passant en a , 6 , c respectivement.) D'après le 
théorème d'Ivory, on aura 

mfl = MA, m6 = MB, wc=MC. 
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Si donc on écrit la relation 

(10) /(MA,MB,MC)=0, 

qui relie les trois distances MA , MB ,MG, et qui peut être 
considérée comme Téquation du plan ABC dans un système 
de coordonnées qu'on pourrait appeler tripolaire^ et où chaque 
point serait déterminé par ses distances à trois points, on voit 
qu'en remplaçant dans cette relation MÂyMB,MC par ma, 
mb , me, on aura Téquation entre les distances d'un point de 
l'ellipsoïde à trois points quelconques de la focale. Donc 

Ily ala même relation entre les distances d'un point de VeUip- 
solde à trois points de la focale qu'entre les distances (Fun point 
d'un plan à trois points convenablement choisis dans ce plan. 

Mais le théorème d'Ivory permet d'obtenir des conséquences 
plus étendues encore. Prenons, en effet, dans le plan, trois 
points a , ^ , 7 , non plus sur la focale, mais placés d'une ma- 
nière quelconque à l'intérieur de cette courbe. A ces trois points 
correspondent trois points réels A , B , C , situés sur* l'ellip- 
soïde (E), et les distances ma , m^ , my d'un point de l'ellip- 
soïde (E) aux trois points a/^,7 sont les mêmes que celles du 
point correspondant sur le plan aux trois points A , B , C . Il 
résulte de là la proposition suivante : 

Il y a entre les distances dun poini m de V ellipsoïde à trois 
points situés dans un plan principal et à l'intérieur de la focale, 
la même relation qu'entre les dislances d'un point variable d'un 
plan à trois points fixes pris en dehors de ce plan. 



§ III. 

PORlrfULES RELATIVES AUX DISTANCES MUTUELLES DE GROUPES 

DE POINTS. 

Avant d*aller plus loin, il conviendrait d'étudier d'une ma- 
nière approfondie la relation qui lie les trois distances d'un 
point variable du plan à trois points fixes de ce plan. Cette 
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étude conduit à des analogies dignes d -intérêt ; nou$ nws con- 
tenterons de signaler ici les plus simples. Nous n'aurons pour 
cela qu'à rappeler de beaux résultats présentés sous une forme 
élégante par M. Cayley. (Voir la Géométrie de MM. Rouché et 
ComberouBse, dernière note, ou Bàltzer, Théorie des détermù 
nants.) 

1** Sî l'on désigne par du le carré de la distance de deux 
points, l'aire S du triangle déterminé par trois points i ,2,3 
eàt donnée p^r la formule 



(«) 



IQS* = 






1 1 1 


1 
1 
1 


d„ d„ 
d.i d„ 
d„ d„ 



On suppose d^, = d*/ . 
^ 2^ Soit V le volume de la pyramide fonnée par les quatre 
points 1 , â , 3 , 4; on aura 



(16) 








1111 




1 


d„ rf„ <f,t 


288 V = 


1 


rf„ d„ rf,4 




1 


d», d„ d,^ 




1 


<i <ï« <« 



On voit donc qu'en égalant à zéro les déterminants (15) , (16), 
ou a les conditions pour que trois points soient en ligne droite, 
ou pour que quatre points soient dans un même plan. Ainsi, 
mises sous forme rationnelle, les deux relations offrent la plus 
grande ressemblance et ne diflFèrent que par le nombre des 
variables. 

Mais il y a plus : on sait que la première de ces relations, 
celle qui lie trois points d'une droite, peut être mise saus la 
forme irrationnelle 

•M.Xayl^y a fait remarquer qu'il y a une forme tout^ seittr: 
bl.aWe» pouf la relation cjur lie quatre pomts du plan; car si 
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Ton désigne par A ,B ,G ,M les quatre points, on aura évi- 
demment 

(17) ± tr. ABM ± Ir.BCM ± Ir. ACM = tr. ABC , 

et, en exprimant les triangles en fonction des côtés, on aura 
une équation irrationnelle contenant quatre radicaux. Soient 
r ^r'.r" les distances du point M aux points A,B,C,eta,6,c 
les côtés de ce triangle; Téquation (17) sera de la forme 

(18) y(r% r'.a) + 9(r,r% b) -h y(r',r,c) = ^ (a, 6,c). 

On voit donc que les formules analytiques confirment à bien 
des égards Tanalogie que Jacobi a établie entre les propriétés 
focales des coniques et celles des quadriques. 

En terminant, nous rappellerons encore une relation due à 
M. Cayley, et dont nous aurons besoin. L'équation entre les 
distances de quatre points d'un cercle, mise sous forme ration- 
nelle, peut s'écrire 



(19) 



14 



d„ d„ d 
^n (ikt du 



= 0, 



et la relation entre les distances mutuelles de cinq points situés 
sur une même sphère, 



(20) 



d„ d,a rfii «^15 

rf«i d„ d,^ d,5 

d,i d„ d,^ d„ 

^u ^it d^i d^ 

^81 rf», d„ dfl, 



= . 



Ces dernières relations peuvent se mettre sous forme irra- 
tionnelle, comme toutes celles qui s'expriment en égalant à 
zéro un déterminant symétrique; mais nous ne nous occupe- 
rons pas, pour le moment, de cette question. 
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§rv. 

DBS PROPRiéTÉS MÉTRIQUES RELATIVES A LA TRANSFORMATION 

DE JACOBI. 

Les développements qui précèdent montrent, nous l'espérons, 
par quelle voie naturelle Jacobi a été conduit à la méthode de 
transformation dont nous avons parlé au commencement de 
ce travail. C'est cette méthode que nous allons maintenant dé- 
velopper, en essayant de lui donner toute la généralité et 
l'étendue possibles. 

Soient trois points a , 6 , c , auxquels on fait correspondre 
trois autres points A , B , G. Jacobi démontre, dans le deuxième 
fragment publié par M. Hermès {Journal de M. Borchardt, t. 74, 
p. 179), que les deux triangles formés par les deux systèmes de 
points a, 6 ,c ; A ,B, G peuvent être toujours disposés de manière 
que les points A et a , B et 6 , G et c forment trois couples de 
points correspondants sur deux coniques homofocales. Suppo- 
sons, pour fixer les idées, que ces courbes soient les ellipses 
définies par les équations 



(E) n^h-^=^ 



ou 

(20) A« — a' = B« — 5* = *• . 

Les coordonnées de deux points correspondants m , M sur les 
deux ellipses sont données par les formules 

a? =: a ces y , 
y=bs\n<p , 

„ . X = A CCS y 

M 



m 



B sin y . 

En attribuant à 9 toutes les valeurs possibles, on obtiendra 

2 
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tous les couples de points correspondants. Nous supposerons 
que les trois couples (A , a) , (B , 6) , (G , c) correspondent aux . 
valeurs t\ f", 9" de 9. 

Cela posé, nous voulons étudier la méthode de transTornoa^ 
tion dans laquelle à un point m on fait correspondre un point H 
par les équations 

(21) wa = MA, m6 = MB, wc = MC. 

Soient ^ ^ y yZ les coordonnées de m ; 

X,Y,Z celles de M . 

L'équation 

((x — a cos «)• 4- (y — ft sin ©)* 4- z* 

(22) r r/ \!^ rj 

^ ' \ =:(X — Acosy)»4- (Y — Bsiny)*4-Z* 

devra être satisfaite pour les trois valeurs 9', 9", 9* de 9, et 
elle fournira, en y remplaçant 9 successivement par ces trais 
valeurs, la traduction analytique des trois équations (21). Or, 
l'équation (22), développée, prend la forme 

a?»4-y« + ;î«— X*-Y«— Z*— A»-2cos9(aaî-AX) 

— 2sinî>(6y— FY) = 0; 

et, puisqu'elle doit être satisfaite pour trois valeurs de 9, elle 
doit être identique, ce qui donne les trois relations 

( a?' + y» 4- J2« = X* 4- Y* + Z* + i» , 

(23) . 

^ ^ ( aa?= AX, 6y = BY; 

et nous pouvons ainsi énoncer la proposition suivante, qui 
constitue une propriété des plus curieuses de la méthode de 
transformation : 

Théorème VII. — Si l'on fait correspondre deux points M , m 
l'un à l'autre par la condition que les distances de m à trois 
points de l'ellipse (e) soient égales à celles de M aux trois points 
correspondants de l'ellipse homo focale (E), la distance du point m 
à tout autre point de (e) sera égale à celle du point M au point 
correspondant de (E). 

En d'autres termes, nous pouvons substituer, dans la défi- 
nition de la transformation jacobienne, aux triangles primitifs 
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a€ap;î*B<ni'aelix #ian^t^ C(m^^ pHs sur 

lôl^fleiiftjfellipgé^hoîiiôfocâles. Si Ton construit les deux cônes 
ayant l'un pour sommet m et pour baâe Tellipse (e), l'autre 
ptftffiTiâMm^ îll et pour base (E), les arêtes de ces cônes pas- 
sàfcttièû'Ki^U^t pcrtnte correspondants des ellipses seront égales. 

Nous allons voir qu'on peut ajouter, aux propriétés métriques 
qui précèdent^ {4^&: propositrons nouvelles et dignes d'intérêt. 

Mais, auparavant^ reprenons les formules (23) pour en tirer 
les coordonnas de l'un des points en fonction de celles de 
l'autre. Ces formules donneront alors soit 



(24) 



S'} 



sait 

(25) 



r- ( 



^AX BY 



3ous ces deux formes , elles donnent lieu à plusieurs remar- 
ques. 

Nous appellerons première figure celle du point (a? , j/ , 2^) et 
de l'ellipse (é) ; deuxième figure, celle du point (X , Y , Z) et de 
Tellipse (E); plan principal , le plan des ellipses (e) ou (E). On 
ppyjcra jsupposer, si l'on veut, pour plus de netteté, que les 
deux figures soient dans deux espaces différents ou plus correc- 
tement dans deux parties différentes de l'espace. 

4° A un point de l'une des figures correspondent en général 
deùi points de l'autre, symétriques par rapport au plan prin- 
cipal. On n'a donc pas ici une transformation rationnelle. 

2° Aux points m de la première figure, situés dans le plan 
pnncipal ou plan de l'ellipse (e), correspondent, dans l'autre, 
d*après les formules (24), les points d'un hyperboloïde à une 
nappe (H), défini par l'équation 

u^ ' ' ' M Z* X« Y» ^ 
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On voit qu6 cet hyperbojoïde a pour fgcale r^ll|pse J^dasa 
figure et pour section principale une courbe îgaïe à 1 eUjpse (c). 
et qui coïncide même avec cette ellipse, si les deux èUipses 
(é) , (E) sont supposées placées de manière à avoîf Bés iîJftèes 
foyers. ■ ' ' l --'^^ ^^^ 

Au contraire, au plan de Tellipse (E) de la séfeoùdë *fipÈfi 
correspond, d'après les formules (25), un ellipsoïde (G)* tt^àfi* 
pour équation 



. 1 1 't . 



'j .JV^ 



ce qui montre qu'il a pour focale l'ellipse (e). de sa figtâreisf 
pour section principale l'ellipse (E). .: .^ 

On voit donc que, dans la disposition particulière àesij^T 
figures où les ellipses (e) , (E) sont placées de manière à avoir 
les mêmes foyers , les deux quadriques (6) , (H) soiit telles que 
chacune d'elles a pour focale la section principale de l'autre. 

3^ A un point m de la première figure il ne correspond dé 
point réel de l'autre que si le point de la première figure est à 
l'extérieur de l'ellipsoïde (G). - 

De même, à lyi point M de la deuxième figure il ne corp^ 
pond de point réel de la première que si ce point M est daas 
celle des deux régions de l'espace déterminées par l'hyperbo- 
loïde (H), et où se trouve le centre de cet hyperboloïde. 

Il résulte de là que l'ellipsoïde (G) ne correspond qu'aux 
points du plan principal de la deuxième figure situés à l'inté- 
rieur de la focale (g), et que de même l'hyperboloïde (H) ne 
correspond qu'aux points du plan de la première figure situés à 
l'extérieur de (E). ' ^ 

4^ On a identiquement et quel que soit u 



(26) 



1 / X' Y» Z' \ 



ou 

(27) tî = ti 4- *• 

Donc : 



/ ~ 
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^'^xHjéôBfeiiïE'^Vtïïi — A une surface homù focale à (G) correspond 
une mrjftxcede la deuxième figure homo focale à (H), 

^uAtettP^^ï^J^té montre que la transformation jacobienne est 
un cas particulier de la suivante. On a, dans deux portions de 
^<^dfi%f^yï% systèmes, de quadriques homofocales, et Ton 
^][^||t jmer eçf respondanee entre les points qui ont mêmes 
coordonnées elliptiques. Nous ne développerons pas cette re- 
marque dans le travail s^ctueh 

5* Aux points à l'infinî de Tune des figures correspondent les 
|fi)iiiks[^fi FB[i&ài(da l'autrB. Les formules de transformation 
peuvent en effet s'écrire, en introduisant les coordonnées ho- 

h^^ ./" I p»(a?.-i- y» 4- ;s«) = W + X* + Y* + Z\ 



f • 



p désignant un facteur de proportionnalité. On voit que 

... !Tiiâo&àMB IX, -^ Au cercle de Vinfini dans Vune des figures 
correspond le cercle de l'infini dans Vautre, de manière qu'à un 
fiûint du cé^de de V infini correspondent deux points du même 
nsBT.cle, dans l'autre figure. 

"^ Nous pouvons, pour le moment, nous borner à ces remar- 
ques, qui vont nous permettre de compléter l'exposition des 
Télations métriques. 

^ Considérons dans la première figure une sphère S ayant son 
'cèiitre dans le plan principal et définie par l'équation 

'(29) ' («;-«)• + (y-jS)» 4. z» — R» = 0. 

On aura identiquement 

( (a?-«)* + (y~|B)*4-;2*-R* 

(30) ) Aa Bô 

\ _- a b '^ 

et par conséquent, à la sphère proposée S correspondra une 
sphère S' , de rayon R' et de centre (a' , P' , 0) définis par les 
équations 
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(31) 



Aa 

a 



P' = 



B|3 



".<!/ 



D'ailleurs, l'identité (30) nous montre que les tangentes menées 
de deux points correspondants à deux sphères correspondantes 
sont égales. Par suite, ^ 

Théorème X. — Dans la définition de la transforfMtimj gn 
pourra remplacer les trois couples de pohtis correspondanis ffqr 
des couples de sphères correspondantes ayant leurs centres dans 
le plan principal, et pouvant être choisies dune infinité de ma- 
nières; la condition que les distances ma ,Uk de dem points 
correspondants M ^ m à deux points A , a soient les mêmes^ sera 
remplacée par la condition que la tangente menée de rh à la 
sphère de la première figure soit égale à la tangente cfô M à ïa 
sphère correspondante de la deuxième figure. 

En d'autres termes, la transformation de Jacobi peut se réa- 
liser d'une infinité de manières, en remplaçant les triangles de 
points par des groupes de trois sphères. Alors les tangentes 
menées de deux points correspondants à deux sphères corres- 
pondantes devront être égales. 

Cette proposition étend beaucoup le cercle des applications 
et des conséquences de la méthode. Aussi allons-nous étudier 
la disposition et la grandeur des sphères correspondantes. 

Réduisons à zéro le rayon R de la première sphère. Elle de- 
viendra un point-sphère de la première figure, situé dans le 
plan principal. 

Si ce point-sphère est situé à l'intérieur de la focale (e) , R' 
sera imaginaire; la sphère correspondante aura un rayon ima- 
ginaire, défini par la formule 



«■•=*• (.-M) 



Si, au contraire, le point-sphère est en dehors de la fôcate=4«) 
de l'ellipsoïde (G) , à ce point-sphère correspond ûDè sph^e 
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réelle, doublement tangente à l'hyperboloïde (H), le double 
contact étant imaginaire tant que le point-sphère sera entre 
les deux ellipses (e) , (E) , et devenant réel si le point-sphère 
est en dehors de l'ellipse extérieure (E). 

Un calcul facile établirait ce résultat ; il suffit de remarquer 
qu'une sphère de rayon nul coupant le plan suivant deux 
, droites distinctes, à ces deux droites correspondent deux 
courbes distinctes (cercles) sur l'hyperboloïde (H); la sphère 
correspondante au point-sphère coupe donc l'hyperboloïde 
suivant deux courbes distinctes, et par conséquent lui est tan- 
gente en deux points qui sont les homologues du centre de 
la sphère de rayon nul. 

Nous avons donc la proposition suivante : 

Théorème XL — Aux points du plan principal de l'une des 
figures, considérés comme des sphères de rayon nul, correspondent 
dans Vautre figure les sphères doublement tangentes à la quadri- 
que qui correspond au plan principal de la première. 

Ainsi, les points de la première figure situés dans le plan 
principal ont pour homologues les points d'un hyperboloïde (H). 
Donc aux sphères de rayon nul ayant leurs centres dans le plan 
correspondent, dans la seconde figure, les sphères doublement 
tangentes à l'hyperboloïde. De même qu'aux points du plan 
principal de la seconde figure correspondent les points de 
l'ellipsoïde (G); de même aux sphères de rayon nul de la 
deuxième figure, ayant leurs centres dans le plan principal, 
correspondent toutes les sphères doublement tangentes à 
l'ellipsoïde (G). Donc : 

Théorème XII. — Parmi les sphères de la première figure 
ayant leur centre dans le plan principal, celles qui sont tangentes 
à Vellipsoïde (G) se transforment en des. sphères de rayon nul. 

Dans les lignes, qui précèdent, nous venons d'étudier les 
sphères jouant le même rôle que les points dans la transfor- 
mation de Jacobi. On peut encore considérer Aq^ plans donnant 
lieu à des propriétés métriques. 
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On a, ea effet, d'après les formules (34), Tidentité ' ^ 
(32) fwaa? 4- nfty + p = mAX + nBY H- p. 

Ajo;&i, à des plans perpendiculaires au plan principal correspon- 
dent des plans jouissant de la même propriété. Remarquoiis 
même que deux de ces plans, les plans des xz et des y^,,pe; 
correspondent à eux-mênaes. Mais la formule (32), convenable- 
ment interprétée, nous montre d'une manière générale que la 
diatanoe d'un point {x , y) au plan 

max •+- nby + p =0 

est égale à la distance du point correspondant au plan corres- 
pondant, multipliée par un facteur constant. Donc, 

Théorème XIII. — Dans la transformation de Jacobi, la dis- 
tance d'un point à un plan perpendiculaire au plan des ellipses 
est égale à la distance du point correspondant au plan corresporir 
dantj multipliée par un facteur constant. 

En résumé, dans la définition géométrique du mode de 
transformation, on peut remplacer toute condition relative à 
un couple de points correspondants (ma = MA) soit par la 
condition que la tangente menée de m à une sphère soit égale 
à la tangente menée de M à une autre sphère, soit par la con- 
dition que les distances des points m , M à deux plans soient 
dans un rapport constant. 

Si nous distinguons les deux figures sous les noms de pre- 
mière et de seconde, nous voyons qu'à tout point de TunQ 
correspondent deux points de l'autre; qu'au plan des deux 
ellipses (e),(E) dans la première, correspond l'hyperboloïde (H) 
dans la seconde; qu'au plan des deux ellipses dans la seconde 
correspond l'ellipsoïde (6) dans la première; qu'à toute sphère 
tangente à cet ellipsoïde correspond dans la seconde figure un 
point-sphère (à l'extérieur de l'ellipsoïde si la sphère est réelle 
et tangente en deux points réels; entre (e) et (E) si, la sphère 
étant réelle, le contact est imaginaire; à l'intérieur de (ô), si 
le-càrré.du rayon de la sphère est négatif); qu'à tout plaivper- 
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pendiculaire au plan .principal correspond un plan perpendicu- 
laire au plan principal; qu'à toute sphère ayant son centre dans 
le plan principal correspond une sphère jouissant des mêmes 
propriétés; et enfin que les distances de deux points corres- 
pondants à deux plans correspondants sont dans un rapport 
constant, et les tangentes menées de deux points correspon- 
dants à deux sphères correspondantes sont égales. 

Ajoutons qu^, à des surfaces homofocales à Tellipsoïde (G), 
correspondent des surfaces homofocales à Fhyperboloïde (H), 
et qu'à toute sphère tangente à l'une de ces surfaces (et ayant 
son centre dans le plan principal) correspond une sphère tan- 
gente à la surface correspondante au point homologue du 
point de contact. 



§v. 



EXTENSION DES THEOREMES DE JACOBI. 

Les propositions précédentes étant admises, les applications 
deviennent extrêmement simples. Les premières doivent se 
rapporter à l'ellipsoïde (G), dont les points correspondent par 
couples aux points du plan principal dans la seconde figure. 

Si on prend la distance d'un point m de l'ellipsoïde à trois 
points a , 6 , c de la focale, à ce point m correspond un point M 
du plan à l'intérieur de la focale; donc, si l'on désigne par 
A , B , G les points de la section principale (E) correspondants 
à a , 6 , c , on a 

MA = wa, MB = m6, MC=mc. 

C'est le théorème de Jacobi, déjà énoncé. Il y a la même 
relation entre les distances (Sun point de Vellipsoïde à trois 
foyers qu'entre les distances d'un point du plan principal aux 
trois points correspondants pris sur la section principale de 
i'elUpsoide (G). 
" Mais les principes précédents nous permettent de généraliser 
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le théorème. Prenons trois points a^b yC qu6lcoiiq.iies dans 
le plan principal ; à ces trois points, considérés comme appar- 
tenant à la seconde figure, correspondent trois sphèrefi dou- 
blement tangentes à Tellipsoïde G. Donc : 

Théorème XIV. — Il y a la même relalion entre les distances 
(Fun point de rellipsoide à trois sphères dune même série dour 
blement tangentes à l'ellipsoïde qu'entre les distances d'un point 
variable d\n plan à trois points fixes de ce plan. 

Si les sphères doublement tangentes se réduisent à des 
points, on retrouve le théorème de Jacobi. La propriété ac- 
tuelle est évidemment la généralisation, de cette proposition 
de la théorie des coniques : 

La somme des tangentes menées d'un point d'une conique 
à deux cercles doublement tangents (dont les cordes de contact 
sont parallèles) est constante. 

Enfin, si on prend dans la seconde figure trois sphères dou- 
blement tangentes à l'hyperboloïde H, ces sphères correspon- 
dent à trois points de la première figure, et l'on a la nouvelle 
proposition : 

Théorème XV. — Il y a entre les distances d'un point de 
l'ellipsoïde (G) à trois points situés à Vecotérieur de la focale (e) la 
même relation qu'entre les tangentes menées du, point correspon- 
dant du plan à trois sphères réelles ayant leur centre à Pextérieur 
de la focale, ou aux trois cercles, sections de ces sphères par le 
plan principal. 

Dans le cas où l'un des points choisis est à l'intérieur de la 
focale, la sphère correspondante est imaginaire. Mais on sait 
que la tangente menée d'un point d'un plan à un cercle de 
rayon Ri est égale à la distance de ce point à un point fixe et 
réel, pris en dehors du plan. Ici cette proposition est évidente, 
car la distance d'un point m de l'ellipsoïde à un point a pris à 
l'intérieur de la focale est égale à la distance du point M du 
plan, correspondant à m, au point A de l'ellipsoïde correspon- 
dant au point a du plan. Nous avons donc la proposition de 
Jacobi : 
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^ >/ fisÊoRÈKE X¥I; -^ Il y a enfdre les distances (Hun point de 
Velifps^de à irms points à l'intérieur de la focale la mêmerekr 

-dm qu^entre les cHstances d'un point du plan principal àr trois 
points pris en dehors du plan (qui sont les oorrespondanto 3Ur 
r^liipsoïde des trais points pris à Tiatérieur df la focale). 

. .Je me dispense d'énoncer les propositions, évidentes d'après 

' m qui prëeède, relatives soit au cas où les points seraient en 
partie à l'intérieur, en partie à l'extérieur de la focale, soit au 
cas où ils seraient remplacés par des sphères de rayon arbi- 
traire. Enfin, j'ajouterai qu'on peut étendre aussi à l'ellipsoïde 
les relations entre les distances dans lesquelles figurent plus 
de quatre points. 

Théorème XVII. — Toute relation existant entre les distances 
d'un point variable du plan à des points ou à des cercles et à des 
droites du plan, se transformera en une relation métrique rela- 
Une à Vellipsoïde. 

Citons, par exemple, la proposition suivante : Les courbes 
homofôcales à la section principale de (6) sont telles que la 
somme des distances d'un de leurs points aux deux foyers soit 
constante. Aces courbes correspondent sur l'ellipsoïde (G) les 
lignes de courbure ; aux deux foyers correspondent les deux 
sphères tangentes aux ombilics de l'ellipsoïde. On a donc ce 
théorème, énoncé par M. Valson : 

La somme ou la différence des tangentes menées d'un point de 
l'ellipsoïde à deux sphères fixes tangentes aux ombilics est con- 
stante pour tous les points d'une ligne de courbure. 

De plus, pour chaque ellipse du plan, il y a un rapport con- 
stant entre la distance à l'un des foyers et la distance à la 
directrice correspondante. Donc : 

Pour chaque ligne de courbure de l'ellipsoïde, il y a un rapport 
confiant entre la tangente menée d'un point à l'une des deux sphè- 
res fUxm et ladistance de ce point à un plan directeur variable 
avec. chaque ligne de courbure. 

On sait que, dans le plan, le carré de la distance de deux 
points se décompose en deux facteurs linéaires. De même, sur 
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du point à deux plans, qui sont ceuy dés oercles sùfvMé 'tefl^ 
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§VI. 

« * 

DE LA TRÂNSFOBJiiéB D'UN PLAN. 



Soit un plan considéré comme appartensmt à la seQo^ 
figure, et défini par l'équation 

mX -H n Y 'f- pZ 4- y as . 

A œ plan correspondra, d'après les formules (25), la quadrique 
représentée par l'équation 

* * » 

Cette surface est, comme on voit, inscrite à rellipsoïde (6)l 
suivant une courbe dont le plan est perpendiculaire au plaa 
principal de la transformation. La section principale de cette 
surface est tangente à celle de Tellipsoïde (6). Sa focale .est 
tangente à celle de (G) en deux points qu'il est facile de cons- 
truire, et qui sont les correspondants sur la focale des de^x 
points où le plan coupe la section principale (E). 

Mais il est facile de compléter ces résultats et de démontrer, 
là proposition suivante : 

: Théorème XVIU. *— La quadrique de la seGondè figuH^^qm 
correspond au plan P de la première est égale eh diinensions ë^ 
la surface {&) ayant pour focale la section F de VeUipséiâé {Q} 
de la première figure par le plan P el passant par la foèdlé' de 
eéteUdpsàide (6). 
Celte surface (G'), dont t existence a d'ailleurs élê dqà démonr 
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^6 (I Ifj)ii)^t{i9fmim!f^ndr4e.par une den Ugms âk stiicHoiWdi 

On peut encore la considérer comfn^.tngmdvéepar les 4eiup 

M^'^ <^>t»t9}WMi<f^ I4<^^^ ^"^ft^'^ aymt'liur tmtiie.^îtrsa 
focale F, et orthogonales successivefMi^i^iÇhaqui^sphèr&dimii^^ 
ment tangente à V ellipsoïde (G). 

Cette triple proposition nous donne d'une manière élé- 
gante, non la position, mais les dimensions de la surface cor- 
respondante à un plan. La démonstration résulte des principes 
que nous avons posés. 

Soit P un plan de la deuxième figure qui coupe Tellipsoïde (G) 
sttïmnt'-une courbe P. Si Fon considère toutes les sphères dou- 
blemenl tangentes à Tellipsoïde et tangentes au plan P, ces 
sphères se transformeront dans la deuxième figure en une suite 
ç|e,^piÇÂnt&-sphères situés dans le plan principal, et formant la 
focale de la quadrique P' correspondante au plan P. Soit M' 
un point de cette surface, et soit M le point homologue situé 
dans P. Soient A , B , G les points de contact de trois dcB sphè- 
res doublement tangentes à l'ellipsoïde et au plan, avec ce plan ; 
A;', B', G' les points correspondants dans le plan principal. Alors 
lei^ tangentes menées d'un point du plan P aux trois sphères 
seront égales aux lignes MA , MB , MG ,^ et, d'après nos proposi- 
tions^ on devra avoir ^ 

MA = M'A' , MB = M'B' , MC = M'G'. 

lia surface transformée P' sera donc telle qu'il y aura entre 
les distances d'un de ses points M' aux trois points A', B', G' 
la même relation qu'entre les distances d'un point M du plan P 
à trois points A , B , G de ce plan. Ainsi, il est démontré géo- 
métriquement que le surface P' sera une quadrique ayant pour 
focale la courbe des points-sphères correspondants aux sphères 
doublement tangentes à l'ellipsoïde et tangentes au plan P. 

IWmarquons maintenant que, si le point M se déplace dans 
le plan P sur la courbe F de section de l'ellipsoïde (G) par le 
plan^ le point M' se ttouvera nécessairement dans le plan 
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ppirîolpal: On voit donc que la section ppînoîpâfle de^P'-^enjfcto- 
courbe correspondante dans te plan prinoipafl àla^ b^etfbli^lî'i' 
de (G) par P; et comme, lorsque te point M- décrit <!iette 
courbe F, le point M' reste dans le plan A' B' C des trois points^ 
A', BSC, on peut conclure que la courbe focale «de F' est ^* 
égale à F, et par suite que P' est égaie à la surface (G^) ayant P^ 
pour focale et pour section principale la couri)e,liétideepoilfttB t 
de contact A , B , C des sphères doublement tangentes à rfeUip" 
solide et tangentes an plan P. C^te section principale a d^ail-^ , 
leurs éfeicr points communs eivot la focale, qui sont lès Ûé^x- 
points-sphères tangents à la fois à la surface (6) et au pldtù P^ 
La suî»îace (G') contiendra donc la focale de reHipscTfâe ^Ër)v et 
il serait facile d'établir de la même manière les aut^0s >^M^' 
priétés que nous avons indiquées . f 

Les conséquences de la proposition précédente sont mm- 
breuses. On voit, par exemple, qu'à tout plan tangent à TuD^ 
des surfaces (G), (H), par exemple à (G) dans la première %ûre^ 
correspond dans Fautre une surface dont la focale se rédîilt % 
deux droites, c'est-à-dire un cône circonscrit. Par suite, aux' 
tangentes de l'une des surfaces correspondent les tangeates de 
l'autre. Mais nous allons revenir sur cette proposition. 

Remarquons aussi cette conséquence simple : c'est que, si 
l'on a sur une ellipsoïde une section plane, la conique formée 
par les points correspondants au plan principal aura même . 
distance focale que cette section plane ; d'où il suit que : 

Théorème XIX. — Deux sections flânes correspondantes d'ivory 
sur deux ellipsoïdes homofocaux ont même distance focale. 



§vn. 

DE LA COURBB CORRESPONDANTE A UNE LIGNE DROITE. 

t 

Il est clair qu'à toute droite perpendiculaire au plan prin- 
cipal correspond une droite de position semblable; à toute 
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droite daps le plan œy correspond une section conique 8|ïttiée 
dans un plan normal à xy. Mais prenons le cas général. 

Sait une droite appartenant à la première figure et coupant 
Tellipsoïde (G) en imx points A , B. Le plan mené par cette 
droite normalement au plan principal aura pour correspondant 
un plan semblable ; tout autre plan contenant la droite aura 
pour correspondante une quadrique. Donc à toute droite corres- 
pond une section conique, située dans un plan normal au plan 
principal, et qu'on reconnaîtra facilement être tangente en 
deux points à Thyperboloïde (H), homologue dans la deuuème 
figure du plan principal de la première. 

On démontrera, par les mêmes considérations que précé- 
demment, la proposition suivante : 

Théorème XX. — La conique U correspondante à la droite ÂB 
a pour grand axe la droite A' B' des points A', B' correspondants 
à k,B; sa distance focale est égale à KB, et enfin la courbe V 
focale de cette courbe est le lieu, dans le plan principal, des points- 
sphères correspondants aux sphères tangentes à l'ellipsoïde et à 
la droite AB en même temps. 

En effet, si Ton prend deux des sphères doublement tan- 
gentes à l'ellipsoïde et à la droite, pour tout point de la droite 
la somme ou la différence des tangentes aux deux sphères sera 
constante (et égale au segment de la droite compris entre les 
deux points de contact des deux sphères). Donc, dans la figure 
correspondante, aux deux sphères correspondent deux points, 
et la différence des distances d'un point de la courbe U à ces 
deux points est constante. 

De même, la somme ou la différence des distances d'une 
sphère variable tangente à l'ellipsoïde et à la droite, à deux 
points fixes de la droite est constante (et égale au segment de la 
droite compris entre les deux points). Donc à cette sphère va- 
riable correspond un point de la courbe U', et cette courbe est 
telle que la somme des distances d'un de ses points à deux 
points fixés delà courbe U, correspondante à la droite, soit 
constante. Ce sont les propriétés des courbes focales. 
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Ce théorème montre que, dès que la droite AB sera tangente 
à Tellipsoïde (G), elle aura pour correspondante deux tangentes 
symétriques à Thyperboloïde (H). Ainsi les tangentes aux deux 
surfaces se correspondent de telle manière qu'à toutes les tan- 
gentes menées par un point (A) à Tune d'elles correspondent 
toutes les tangentes menées par le point correspondant à Tautre. 

En d'autres termes, au cône circonscrit à l'une des surfaces 
correspondent les deux cônes circonscrits à l'autre ayant pour 
sommets les deux points correspondants au sommet du premier 
cône. . 



§vm. 

DBS FIGURES CORRESPONDANTES BN OÂNÉBAL. 

A une surface, considérée comme appartenant à Tune des 
figures, et symétrique par rapport au plan principal, correspond 
évidemment une surface de même ordre, symétrique par rap* 
port au plan principal de sa figure. Mais une surface Z d'ordre n, 
non symétrique par rapport au plan principal, a pour homolo- 
gue une surface 1' d'ordre double 2n. r4ette surface 2' est 
tangente à la quadrique de la figure où elle se trouve [soit 
l'ellipsoïde (G) , soit l'hyperboloïde (H) ] , en tous les points d'une 
courbe d'ordre 2n, qui correspond à la section de la surface 2 
par le plan principal. Mais nous n'insistons pas sur ces pro- 
priétés, que nous rencontrerons plus loin dans l'étude de trans- 
formations plus générales, et nous allons passer à l'examen de 
quelques cas particuliers. 

A une surface 2 du second degré, non symétrique par rapport 
au plan principal, correspond une surface du quatrième ordre, 2', 
dont on reconnaît sans peine les propriétés. Cette surface 2' 
correspond, à proprement parler, non-seulement à la surface 2, 
mais à l'ensemble formé par cette surface et sa symétrique 2. 
par rapport au plan principal. Les deux surfaces 2 , 2. consti- 



» ^ 
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-tùâSt' HÎne surface du quatrième ordre ayant deux Iconïques 
donMes^ : 

4® La' section de 2 par le plan principal. A cette courbe cor- 
îrespond la ligne dé contact de la surface 2' avec la quadrique 
(6) ou (TH) de Fautre figure. \ 

2'' Une autre conique double, dont le plan est perpendicu- 
laire au plan principal, et qui complète Tintersectiôn de 2 et de 
sa symétrique I^.' k cette conique double correspond une 
courbe double de 2' , située dans un plan perpendiculaire au 
plan principal. 

Donc à une surface 2 du second degré, non symétrique par 
rapport au plan principal, correspond une surface du qua- 
trième ordre à conique double, et n'offrant pas d'ailleurs d'au- 
tre singularité. Supposons, pour fixer les idées, que cette qua- 
drique 2 soit dans la première figure ; alors elie coupe en quatre 
points la conique focale de (G), et, en considérant les distances 
à trois de ces quatre points, on peut énoncer, la proposition 
suivante : 

Théorème XXL — Il y a entre les distances d'un point d'une 
âurface de quatrième ordre à conique double^ ayant un plan de 
symétrie à trois de ses foyers, la même relation qu'entre les dis- 
tances d'un point variable d'une surface du second degré à trois 
de ses points fixes. 

Mais nous étudierons plus spécialement la sphère qui donné, 
parla transformation actuelle, une surCace remarquable , la 
surface du quatrième ordre ayant le cercle de l'infini pour 
ligne double, surface que nous avons proposé d'appeler cyclide 
(du nom de la cyclide de M. Dupin, qu'elle comprend comme 
espèce particulière). 

Soit donc une cyclide (C) ayant un plan principal, le plan 
de symétrie, et supposons que l'hyperboloïde (H) ait été choisi 
dans la série des surfaces du second degré inscrites à cette 
cyclide. Alors la surface transformée de la cyclide aura 
une courbe double correspondante à la courbe de contact 
de(C) et de (H); elle se décomposera donc en deux sphères 

3 
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symétriques l'une de l'autre par rapport au plan principal. On 
voit donc qu'on peut faire dériver toute cyclide à plan prin- 
cipal d'une sphère non symétrique par rapport à ce plan. 

Cela posé, soit S cette sphère, et supposons qu'elle coupe la 
focale (é) de l'ellipsoïde (G) en trois points a , p , y. A ces trois 
points correspondent trois foyers de la cyclide. A un point m 
de la sphère correspond un point M de la cyclide. Donc : 

Théorème XXII. — Il y a la même relation entre les distances 
d'un point dime cyclide à plan principal à trois de ses foyers, 
situés dans ce plan, qu'entre les distances dun point variable 
d'une sphère a trois points fixes de cette sphère. 

Nous donnerons plus loin d'autres méthodes permettant 
d'obtenir les propriétés métriques relatives aux cyclides les 
plus générales. 

Nous avons vu qu'à une surface du second degré correspond 
en général une surface du quatrième ordre à conique double. 
Cette dernière surface ne se décompose en deux surfaces du 
second ordre que si la première surface est inscrite à l'ellip- 
soïde (G). Cette proposition, à peu près évidente, sera d'ailleurs 
démontrée plus loin. 

Ainsi , une surface du second degré Q' ne correspond à 
une autre surface du second degré. Q que si cette dernière est 
inscrite à l'ellipsoïde (G), faisant partie de la figure où elle est 
tracée. 

Cela posé, prenons, sur deux surfaces homofocàles (A), (A'), 
deux sections planes C , C, formées de points correspondants 
suivant la définition d'Ivory; soient a ,a' deux points corres- 
pondants quelconques sur les deux sections C , C. Si l'on prend 
deux points m , m' correspondants sur les deux ellipsoïdes en 
dehors des deux sections, on aura 

a' m = am' . 

On peut donc constituer une méthode de transformation 
jacobienne en prenant trois points sur c et les trois points 
correspondants sur c', ce qui explique pourquoi, d'après une 
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proposition déjà démontrée, les coniques G , G' ont la même 
distance focale. De plus, d'après le théorème d'Ivory, l'ellip- 
soïde (A'), considéré comme appartenant à la figure de la 
section G, aura pour correspondant (A') appartenant à la figure 
de la section G'. 

Au plan de G correspond une quadrique (Q') ayant G' pour 
focale, et pour section principale une conique égale à G.* 

Au plan de G' correspond une quadrique (Q) ayant G pour 
focale, et pour section principale une conique égale à G'. 

D'après la remarque faite plus haut, puisque à la surface (A') 
correspond une surface du second degré (A), il faut.que (A') 
et (0) soient inscrites l'une à l'autre. De même (A) et (Q) se- 
ront tangentes en tous les points d'une courbe plane. Donc : 

Étant donnée sur une surface (A) une section plane G, toutes 
les surfaces (Q) ayant pour focale cette section plane seront in- 
scrites dans des surfaces (A') homofocales à (h), et les courbes cor- 
respondantes de la section G sur les surfaces (A') seront égales 
aux sections principales des surfaces (Q). 

Ge théorème a déjà été trouvé par une autre méthode au 
§ I**^. Ajoutons quelques remarques destinées à le compléter. 

D'abord, il' est facile de construire la courbe de contact de 
chaque surface Q. Soient en effet (A) , (A') les deux surfaces 
homofocales , G , G' les deux sections correspondantes sur les 
deux surfaces. La distance d'un point M de Q à un point a de G 
sera égale à la distance du point correspondant, dans le plan 
de G', M' au point a', de G', homologue de a. Le point M ne se 
trouvera sur (A') que si le point correspondant se trouve sur (A) 
[puisque (A) correspond à (A')]. Donc, la courbe de contact 
sera la correspondante de la section de (A) par le plan de G' . 
Le complément de ce' théorème, donné dans le § l^^, se dé- 
montre aussi sans peine au moyen des remarques précédentes. 
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§ix. 

d'une transformation générale, comprenant comme cas particulier 

celle de jacobi, 

On peut imaginer une méthode de transformation dans la- 
quelle les points correspondants dont nous appellerons les 
coordonnées homogènes X^ , X, , X, , X^ pour le premier, 
^1 > ^1 > ^8 > ^4 pour le second , sont liés Tun à l'autre par les 
équations 

(33) pXi = aiiXi 4- anXt 4- a^Xs + aux^ + b< 1/ Û , (t = 1,2, 3, 4) , 

où û est une fonction homogène et du second degré des quan- 
tités Xi ; 6, et a,a des constantes quelconques. 

La transformation ainsi définie fait partie de la classe de 
celles qui font correspondre à un point de chaque figure deux 
points de l'autre. 

Pour établir ce résultat, il faut déduire des équations (33) 
les quantités Xi en fonction des coordonnées X,, et, pour cela, 
on commencera par considérer û comme connu ; les for- 
mules (33) détermineront les Xf en fonction linéaire de X^ et 
de K û". En substituant ces valeurs dans û , on obtiendra les 
formules 

(34) pXi = ^^^X^-{' hRil/", 

de môme forme que les précédentes. Mais c'est ce qu'on verra 
plus simplement encore en ramenant les formules (33), par 
des changements de coordonnées ou des transformations ho- 
mographiques, à leur forme la plus simple. 

D'abord, en éliminant \/Q entre la première des équa- 
tions (33) et les suivantes, et prenant pour coordonnées nou- 
velles des fonctions linéaires des anciennes, les formules 
deviennent 

(^35) pXi = x^, pX^ = x^, ^X,~iP3, />X^=:|/û. 
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En second lieu, on peut disposer de x^ de telle manière que û 
prenne la forme 

Enfin, si Ton soumet rr, , a;, , a?, , Xj , X, , X3 à une même 
transformation qui ramène <f {Xi , x^ , x^) à une somme de trois 
carrés, on aura les formules les plus simples convenant à la 
transformation générale définie d'abord , 



(36) /)ir,=X» , /)a?,=X, , /)a?, = X3 , /)a;,=l/X,*4-X,*-+-X,« + X,'. 
L'inversion de ces formules s'efTectue sans difficulté, et donne 



(37) pX^ = x, , pX^=x^ , pX^=x^ , pX,=\/x,*—x^^—x^*—x^* . 

Ces formules sont, au fond , celles que nous avons em- 
ployées (24) , (25). La transformation générale actuelle, qui 
paraît contenir un grand nombre de constantes, se ramène 
donc, après des transformations homographiques , à celle qui 
a été étudiée par Jacobi. Mais les formules projectives que 
nous obtenons ici se prêtent mieux que les précédentes à l'é- 
tude de la transformation; elles indiquent le véritable carac- 
tère de cette méthode, et c'est ici le lieu de développer d'une 
manière complète les propriétés relatives à la correspondance 
de deux figures. 

À un plan 

2:a<X, = 

de la figure (X) correspond, en général, la surface du second 
degré définie par l'équation 

(ai X^ + «aa?8 + «3 X^y = a^* (a?^* — X^^ — 0?,* -- x/) . 

Au plan X4 = 0, qui est l'une des faces du tétraèdre auquel 
sont rapportés les points X, correspond la surface 

G) = x^^ — a?i^ — 07,^ — a?3* = . 

De même au plan a;^ = de la première figure (x) correspond 
la quadrique 

û = X,^ H X,* -h X3» -f- X,« := . 
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Aux plans de la figure (X) qui passent par le point 
(Xi = X, = X, = 0) correspondent des plans passant par le 
point {x^ = a?, = jp, = 0) de l'autre figure. 

Mais à des plans quelconques de Tune des figures, {x) par 
exemple, correspondent dans l'autre des quadriques inscrites 
dans une quadrique fixe û. 

En général, à toute surface d'ordre n, admettant le plan X^ 
pour plan harmonique, avec le sommet opposé du tétraèdre 
(Xj , X, , Xj , X^) pour pôle harmonique, correspond dans l'autre 
figure une surface de même ordre. 

Mais à une surface 1 d'ordre ?i, n'admettant pas le plan X^ 
pour plan harmonique (c'est-à-dire dont l'équation contient des 
puissances impaires de X^), correspond une surface d'ordre 
double 2n, inscrite à celle des quadriques Û , (o, qui fait partie 
de la figure dans laquelle elle est tracée. 

L'équation de la surface 1 peut en effet s'écrire 

(38) M -^ NX, = , 

où M , N ne contiennent que des puissances paires de X^ , et se 
transformeront par conséquent en des polynômes rationnels 
Mj , Ni, du même degré ena?^. Alors la surface 2', correspon- 
dante à 1 , sera définie par l'équation 

(39) Mi + N, K« = 0, ou M/ — Ni*a) = 0. 

On voit qu'elle est tangente à la quadrique w en tous les 
points où elle la rencontre. 

Mais il y a un point essentiel dans l'étude de cette méthode 
de transformation : il est important de chercher dans quel cas 
la surface 2', correspondante de 1, pourra avoir des points 
doubles ou des courbes doubles. 

Soit 

(40) 2'z=M,'--Ni'(» = 

l'équation de la surface 2'. L'équation du plan tangent s'ob- 
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tiendra en égalant à zéro dl' , et par suite il n'y aura de poin,t 
double que si dl' est nul identiquement. Or on a 

dl' = d.(M. + N. yZ) (m,— N. VZ) 

(41) \ =(M, + N.K«)d(M. — N^II) ^ 

+ (M,-Ny^)d(M, + N.K») . 

d2' sera donc identiquement nul : 
1° Si l'on a à la fois 

s 

(42) M, + N, K« = , Mj — N, K^= , 
sans que 

(43) d {m, -f- N» l^ û) , d (m, + N, 1/ û) 

puissent devenir infinis; 
2*> Si l'on a 

(44) M, + N, Kq = , d(M, + N» KO) = 

(le radical pouvant avoir le double signe), et dl' ne sera iden- 
tiquement nul dans aucun autre cas. Examinons successive- 
ment les deux hypothèses. 

La première se décompose en deux. Supposons d'abord 
Ml c= , Ni == 0; alors dl' est nul ; on a une courbe double, 
correspondante à la ligne de la première figure M = N = 0. 
Ce premier résultat est facile à expliquer ; les points de la pre- 
mière figure définis par les équations 

M = 0, N = 

sont à l'intersection de la surface 1 avec sa symétrique li 
(harmonique) par rappbrt au plan X^. Or, comme c'est l'en- 
semble de 2 , 2i qui se transforme en 2', on voit qu'une courbe 
double de 2 , 2i demeure courbe double , ce qui explique le 
résultat obtenu. 
Les équations (4-2) peuvent être aussi satisfaites si l'on a 

(45) Mi~0, 0)1=0, 

ce qui donne, d'après la formule (41), 

(46) rfs' = -Ni^da). 
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Donc, la surface 2' est tangente à la surface (o en tous les 
points d'une courbe définie par les formules (45), et qui cor- 
respond à la courbe de la première figure déterminée par les 
équations 

M = , X^ = . 

Ainsi, la surface 1' est tangente à la quadrique iù de la figure 
où elle est décrite, en tous les points d'une courbe correspondante 
à Vinlersection de la surface 2 avec le plan principal \ de sa 
figure. 

Si cependant N est nul pour tous les points de cette courbe 
ou pour une portion seulement de ces points (la courbe se 
décomposant en deux parties), un examen plus complet devient 
nécessaire. 

Soit 

2 = M -H NX,=:0 

l'équation de la surface 2. Par hypothèse, les équations 

M=:0, N=:0, X,= 

peuvent être vérifiées simultanément par tous les points d'une 
courbe. On a donc, pour tous ces points, 

et, comme M ne contient que des puissances paires de T, on 
voit que le plan tangent à 2 est norawal au plan X^ , c'est-à-dire 
va passer par le sommet du tétraèdre opposé à ce plan 
(X, = X. = X3 = 0). 

Donc, dans le cas où la surface 2 rencontre normalement le 
plan X^ en tous les points d'une courbe (c'est-à-dire de telle 
manière que le plan tangent aille passer par le sommet opposé 
du tétraèdre), à cette courbe correspond sur 2' une courbe 
singulière. 

Alors, la formule (41) différentiée une seconde fois nous 
donne 
(47) ' d'i' ^ 2dM,2 . 

En d'autres termes, la courbe singulière est une courbe de 
rebroussement. Ainsi : 
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Théorème XXIII. — Toutes les fois que la surface S coupe le 
plan X^ suivant une courbe le long de laquelle le plan tangent va 
passer par le sommet opposé à X^, la surface S' a une courbe de 
rebroussement sur la surface <»> correspondante à X^. Dans tous 
les autres cas. S' est simplement inscrite à o). 

Il reste à examiner la deuxième hypothèse, celle pour laquelle 
on a 

Ces équations sont équivalentes aux suivantes : 

(U = M, + N, K^=M4-NX, , 
(48) \ d\] _ dV _ dV _ dV _ 

( dx,^ âx,'' dx," dir,"""- 

Les dérivées de U sont prises par rapport aux quantités a?,- . 
On a d'ailleurs 

dXi ^ dXit dXi 
et les équations (48) entraînent comme conséquence 

^ ^ ' dX, "" dX, "" dX, "" (?X^ ■" ' 

tant que le déterminant fonctionnel 
(50) ^ /^i 5 X, , X3 , XA 

est différent de zéro. 

Ces dernières équations (49) définissent une courbe double 
de Z. On voit donc que, à une courbe double de S correspond 
une courbe double de S', ce qui était évident a priori. 

Mais, en outre, on voit que les équations (48) pourront être 
satisfaites, sans que les équations (49) le soient, toutes les fois 
que le déterminant A sera nul. Or, ce déterminant se réduit 
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On voit donc que le fait actuel ne peut se présenter que si 
l'on considère les points de Sj sur la quadrique Q de sa figure, 
et alors on arrive sans peine à la conclusion suivante : 

TotUes les fois que S sera tangente à la quadrique û de sa 
figure, à la courbe de contact correspondra une courbe double de 
la surface correspondante 1', courbe double située dans le plan 
principal x^. 

Telle est, en nous bornant aux cas les plus généraux, l'ana- 
lyse des singularités de deux surfaces correspondantes S , S'. 

La méthode que nous avons suivie nous paraît d'ailleurs sus- 
ceptible d'extension aux cas généraux dans lesquels on consi- 
dère les transformations les plus compliquées. Quant aux 
résultats, ils paraîtront à peu près évidents aux géomètres qui 
ont étudié quelques méthodes de transformation. 



§x. 



SUR LES CYCLIDES. 



La théorie des points correspondants d'Ivory et les proposi- 
tions de Jacobi s'étendent à une classe remarquable de surfaces, 
les cyclides, déjà définies (§ VIIl), qui sont les surfaces du qua- 
trième ordre les plus générales admettant le cercle de l'infini 
pour ligne double. Comme on connaît peu de théorèmes relatifs 
aux propriétés métriques des surfaces de degré supérieur, je 
donnerai quelques développements sur cette extension des 
théorèmes de Jacobi et d'Ivory à une classe intéressante de 
surfaces. 

J'ai montré dans un travail antérieur que l'équation de toute 
cyclide peut se mettre sous la forme 

(»') i *.(l7)' = » • 

OÙ les cinq quantités S» désignent les carrés des tangentes me- 
nées d'un point de l'espace à cinq sphères orthogonales deux 
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à deux, de rayons R,. Ces variables S,- constituent un nouveau 
système de cinq coordonnées homogènes, déterminant un point 
et reliées par l'équation identique 



(52) 



2(ê)'=»- 



Réciproquement, cinq quantités S,- satisfaisant à cette iden- 
tité déterminent toujours un point, pourvu qu'on les considère, 
non plus comme représentant les tangentes aux sphères, mais 
cinq quantités proportio7inelles à ces tangentes. On voit d'ail- 
leurs qu'avec le système actuel de coordonnées, l'équation des 
cyclides devient du second degré, ce qui constitue un grand 
avantage; car la forme même de l'équation se prête à la géné- 
ralisation des propriétés connues pour les surfaces du second 
degré et à leur extension à cette nouvelle classe de surfaces. 

C'est ainsi que les théorèmes démontrés au § P' s'étendent 
aux cyclides, et que l'on peut énoncer les propositions sui- 
vantes : 

Théorème XXV. — Toute cyclide C inscrite suivant une courbe 
sphérique à une autre cyclide C a ses cinq focales sur des cyclides 
homofocales à C. 

Théorème XXVI. — Toute cyclide ayant pour focale une sec- 
tion sphérique d'une cyclide C est inscrite suivant une courbe 
sphérique à une des cyclides homofocales à G. 

La démonstration de ces propositions est, pour ainsi dire, 
identique à celle que nous avons donnée (§ I®^) des propositions, 
analogues. Aussi la supprimerons-nous ; elle exige d'ailleurs 
quelques développements relatifs au nouveau système de coor- 
données. On peut encore ajouter aux propositions précédentes 
la suivante, qui peut être considérée comme comprise dans le 
théorème XXVI, mais qui mérite d'être énoncée à part : 

Théorème XXVII. — Si une courbe sphérique A est tracée sur 
une cyclide ayant B pour focale, réciproquement B sera sur une 
cyclide ayant A pour focale, et on pourra associer à toute surface 
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ayant A pour focale une surface qui lui sera inscrite et qui aura B 
pour focale. 

Par exemple, si on prend sur une cyclide deux cercles appar- 
tenant à la même série, ils formeront la focale d'une cyclide à 
quatre points doubles (cyclide de M. Dupin), passant par la 
focale de la cyclide générale primitivement considérée. La série 
complète des cyclides à quatre points doubles ayant les deux 
cercles pour focale se composera de surfaces inscrites dans les 
cyclides générales inscrites à la première. C'est l'extension du 
théorème relatif aux cônes de même sommet circonscrits à des 
surfaces homofocales. 

Signalons encore la proposition suivante : Si l'on coupe une 
cyclide générale A par un cercle C , les cyclides réciproques de 
cônes ou de surfaces de révolution ayant pour foyers les quatre 
points d'intersection de C et de A sont tangentes chacune en 
quatre points à une surface homofocale à A, qu'elles coupent 
suivant deux courbes sphériques. 

Les applications des propositions précédentes sont très nom- 
breuses. Je les réserve pour un autre travail. 



§XI. 

DU THEOREME d'iVORY POUR LES CYCLIDES. 



f < 







L'équation 

V \v _ 

représente, quand on y fait variera, une série de cyclides 
homofocales. (Voir Comptes-rendus des Séances de V Académie 
des Sciences, t. 73.) Donnons à 1 deux valeurs X', 1" ; ces deux 
valeurs détermineront deux cyclides, et nous appellerons pom/^ 
correspondants sur ces deux surfaces ceux qui se trouvent à 
leur intersection avec une même courbe variable d'intersec^ 
tion de deux autres cyclides appartenant aux autres séries. 
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Si l'on appelle S, , T^ les coordonnées respectives de deux 
points correspondants, on aura les égalités 

S, T, 

(»3) 






Vai — V Vai-^V 

analogues aux formules relatives aux quadriques. On aurait de 
même, pour un autre couple de points correspondants, 

S'. T', 



d'où 

On voit que le rapport des puissances de deux points S< , S'^ 
par rapport à l'une des sphères S, se conserve, quand on passe 
de ces deux points aux deux points correspondants. 

Soient A , A' ; B , B' les deux couples de points correspon- 
dants. Les formules relatives à la distance de deux points dans 
le système actuel de coordonnées donnent 



Ces formules, appliquées à un nouveau couple dépeints G, G', 
nous conduisent sans difficulté à la relation élégante 

(54) AB' .BG' .GA'=BA'.GB'.AG'. 

Cette relation a lieu entre trois couples de points correspon- 
dants. Elle tient lieu du théorème d'I'^ory relatif aux quadri- 
ques et à deux couples seulement de points correspondants, 
et nous permettra de donner la généralisation des théorèmes de 
Jacobi. 

Rappelons d'abord quelques propriétés des cyclides homo- 
focales. On sait que, de même que parmi les surfaces homo- 
focales du second degré, il y en a trois qui se réduisent à des 
plans doubles, il y a de même dans un système de cyclides 
homofocales cinq cyclides singulières qui se réduisent à des 
sphères doubles. Ces sphères sont les cinq sphères S, , conte- 
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nant les focales communes des cyclides , et les cyclides infini- 
ment aplaties sont plutôt les portions de sphères comprises 
dans une même région par rapport à la focale /*. Il y a là analo- 
gie complète avec les surfaces du second degré qui se réduisent, 
quand elles s'aplatissent, seulement à la portion du plan com- 
prise à l'intérieur ou située à l'extérieur de la focale. 

Cela posé, établissons la correspondance entre une cyclide G 
et la cyclide homofocale infiniment aplatie, de même que 
Jacobi établit la correspondance eotre un ellipsoïde et la por- 
tion du plan principal à l'intérieur de la focale. A deux points 
A , B fixes de la section principale de la cyclide C (section de 
la cyclide par la sphère) correspondent deux points A' , B' de 
la focale f. A un point quelconque M de G correspond un point 
m de la sphère. On aura donc, en appliquant l'équation précé- 
dente, 

MA' . AB' . Bm = MB' . BA' . Aw, 

ou 

.„Mx MA' BA' km km 

^ ^ MB'"^AF'Bw*" B^' 

En langage ordinaire, les distances d'un point de la cyclide 
aux foyers A', B', sont proportionnelles aux distances du point 
correspondant de la sphère aux points de la section principale 
correspondants aux foyers, multipliées par des constantes. 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème XXVIII • — Il y a la même relation homogène entre 
les distances p , p' , p'^ , p" d'un point variable de la cyclide à 
quatre quelconques de ses foyers fixes qu'entre les distances , mul- 
tipliées par des facteurs constants ar , br' , cr" , dr" d'un point 
variable de la sphère à quatre points fixes de cette sphère. 

Nous avons obtenu plus haut la relation homogène qui lie 
les distances de cinq points de la sphère ou d'un point de la 
sphère aux quatre autres. En remplaçant dans cette équation 
r ,r' yr\r'' par ces quantités multiphées par des constantes, 
on aura l'équation d'une cyclide, exprimée entre les distances 
d'un point variable à quatre foyers fixes. 
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La proposition précédente est la généralisation de la sui- 
vante : 

Il y a entre les distances d'un point d'une cyclique (*) à trois 
de ses foyers une relation de la forme 

ar -H hr' -+- cr' = , 

c'est-à-dire delà même forme, à des constantes près, que celle qui 
relie les distances d'un point variable d'un cercle à trois points 
fixes de ce cercle. 

Il était utile de faire remarquer cette nouvelle analogie entre 
les propositions précédentes et celles de Jacobi. On peut d'ail- 
leurs étendre encore ces propositions de la manière suivante : 

Théorème XXIX. — Il y a, entre les distances d'un point de 
la cyclide à quatre points quelconques d'une sphère principale, 
la même relation homogène qu'entre les distances (multipliées 
par des constantes) d'un point de la sphère a quatre points en 
dehors de la sphère. 

Ces points en dehors de la sphère peuvent d'ailleurs devenir 
imaginaires, et alors les distances à ces points peuvent être 
remplacées par des tangentes à des sphères, etc. 

Les théorèmes précédents, comme ceux qui sont relatifs aux 
quadriques, nous conduisent à une nouvelle méthode de trans- 
formation, dans laquelle, comme dans celle de Jacobi, à un 
point de l'une des figures correspondent deux points de l'autre. 
L'étude de cette transformation conduit, pour les cyclides, à 
des résultats semblables à ceux qui ont été obtenus précédem- 
ment pour les surfaces du second degré. Aussi nous contente- 
rons-nous d'en dire quelques mots et de la rattacher à une 
transformation plus générale. 



(*) J'appelle cyclique toute courbe du quatrième ordre intersection d'une 
sphère et d'une surface du second degré, et toute transformée plane, par 
rayons vecteurs réciproques, d'une telle courbe. (Voir Comptes-rendus des 
Séances de VAcadémie des Sciences, t. LXVIII, p. 1311.) 
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§xii. 

d'une méthode nouvelle de transformation. 

Faisons correspondre à un point M , dont les distances à 
quatre points A , B , C , D sont JR , R' , R' , R" , un autre point M' 
dont les distances aux quatre points A' , B' ,G',D' soient 
r ,r' .r^r"^ de telle manière que Ton ait 

f** ^'S |«rt ^*S 



aR* a'R* a'K'* a^R'* 

Ces formules, ne contenant que les rapports des distances, 
font correspondre à un point deux points de l'autre figure, et, 
au moyen de deux transformations par rayons vecteurs réci- 
proques, opérées dans les deux figures, elles pourraient être 
ramenées à la forme 



= -—- = l . 



aR« a'R* a'R' 

Sous cette forme, la nouvelle transformation ne diflFère de 
celle que nous avons étudiée que par l'introduction des multi- 
plicateurs a , a' , a\ Mais nous conserverons les équations 
sous leur première forme, et même nous étendrons un peu 
la définition de notre transformation en {supposant qu'au lieu 
de distances à des points, on prenne des tangentes à des 
sphères. 

Désignons par S^, dans la première figure, une tangente à 
la sphère S^, multipliée par une constante; et de même par T<, 
dans la seconde, une tangente à la sphère T,, multipliée par 
un facteur constant. Alors les formules définissant notre 
transformation la plus générale seront 

p & = T, , i = 1 , 2 , 3 , 4 , 

(j désignant un facteur inconnu de proportionnalité. Adjoignons 
aux quatre sphères S, une sphère S^, aux quatre sphères T^ une 
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sphère T^ . On sait qu'entre les cinq quantités S, a lieu une 
relation identique du second degré . 

et l'on peut évidemment choisir Sj de manière que cette rela- 
tion prenne la forme (^) 

S5*4-y(S,,S.,S,,S0 = 0. 

De même, en choisissant convenablement T,, la relation entre 
les cinq quantités T^ pourra s'écrire 

Opérons sur les quantités S< , T, une transformation identi- 
que, qui ramène les deux fonctions y , ^ à des sommes de 
carrés. Les formules réduites de transformation seront enfin 

f> S, = Tj , /) S, = T j 5 p S3 = Ta , p S^ = T^ , 
(86) \ a,S,^ 4- a, S,» + «a S,* + a, S,* 4- a,S,* = , 
bj,' -h bj,' + b,V + KT,' + &. V = . 

Ces formules nous montrent qu'à une sphère dans l'une des 
figures correspond dans l'autre une cyclide. Les deux sphères 
Sg = , Tg = jouent le même rôle que les plans principaux 
dans la transformation de Jacobi. A ces sphères correspondent 
deux cyclides û , û^ , et toutes les cyclides correspondantes à 
une sphère quelconque sont inscrites à û ou à ûj. 

Nous nous contenterons d'avoir signalé ce nouveau mode 
de transformation, et nous énoncerons, en terminant, la géné- 
ralisation suivante du théorème de M. Valson : 

Théorème XXX. — Il y a entre les tangentes menées d'tm 
point (Tune ligne de courbure de la cyclide à trois sphères fixes 
(tangentes chacune à la cyclide en .deux ombilics) une relation de 
la forme 

at-h a'r -h a'V = 0. 



(*) n suffit do prendre S5 orthogonale aux quatre autres sphères. 

4 
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§xm. 

CONSÉQUENCBS NOUVELLES DE LA TRANSFORMATION DE JACOBI. 

La méthode de transformation de Jacobi conduit à une pro- 
position intéressante qu'on peut énoncer ainsi : 

Théorème XXXI. — Étant donnés dans un plan deux trian- 
gf/65 ABC , abc et un point quelconque M, il n'existe pas, en 
général, dans le plan, de point m tel que ses distances aux trois 
points a ,b',c soient égales respectivement a celles du point M 
aux trois points A , JB ,G. Cette propriété liaura lieu que si le 
point M se trouve sur une conique, et alors le lieu du point m 
sera aussi une conique de même espèce que la première et ayant 
même distance focale. 

Supposons, en effet, que les triangles ABC, ahc aient été 
disposés de manière à être correspondants sur deux courbes 
homofocales (E) , {é). Si l'on prend un point M dans le plan et 
qu'on détermine un point m dans le plan ou dans l'espace de 
telle manière que l'on ait 

ma=:MA, m6 = MB, wc = MC, 

on sait que le lieu de ce point m sera une quadrique ayant 
pour focale la courbe (e), et pour section principale la courbe (E) 
circonscrite au triangle ABC. Le point m ne se trouvera donc 
dans le plan des deux triangles que s'il est sur la section prin- 
cipale (E) de la quadrique. Alors le point homologue M sera, 
d'après les propositions précédentes, le point correspondant 
sur la courbe {é) circonscrite au triangle abc. 

La proposition suivante, devenue évidente après les déve- 
loppements que nous avons donnés, paraît aussi mériter d'être 
énoncée : 

Théorème XXXIL — Si entre les points de deux courbes on 
peut établir une cortespondance telle qu' en appelant }^,met W ,m' 



I 
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deux couples de points correspondants, on ait toujours M m' = M'm, 
ces deux courbes sont des coniques de même espèce et de mêmes 
foyers. 

Nous sommes ainsi amenés, en généralisant, à nous propo- 
ser, pour l'espace, des questions semblables qu'on peut énoncer 
de la manière suivante : 

Étant donnés deux tétraèdres ABCD , A'B'G'D', si Von prend 
un point M dans V espace, il n^ existe pas, en général, de point M' 
tel que 

AM = A'M', BM = B'M', CM = C'M', DM-D'M', 

à moins que le point M ne soit placé sur une certaine surface, et 
le point M' décrira alors une autre surface de même nature. 
Déterminer l'espèce et les propriétés des surfaces lieux des 
points U,W. 

Pour ne pas mettre un trop grand intervalle entre l'énoncé 
et la solution de cette question, nous renverrons aux paragra- 
phes suivants la démonstration de la proposition qui suit, sur 
laquelle nous aurons à nous appuyer : 

Les deux tétraèdres ABCD^ A'B'G'D' peuvent toujours être 
placés de manière que les points A ^ A' ; B ^ B' ; C , G' ; D , D' soient 
correspondants sur deux surfaces de même espèce. 

Dans cette étude rapide, nous écartons les cas particuliers, 
et nous supposerons que les tétraèdres soient inscrits dans 
deux ellipsoïdes homofocaux. 

Soient 

(87) - + *+:l-l = 0, (G) 



a* 


y* 

-H — + 

6* 


c»" 


-1 = 


= 0, 


0* + 3i'^ 


y* 


■^? 


z* 

-\-\ 


-1 



(58) -î— T-^TT-^ +-i — :: — 1 = 0, (GO 

les équations de deux ellipsoïdes homofocaux (G) , (G'). On 
peut les déduire l'un de l'autre en employant la transformation 
homographique définie par les formules 

X X' Y Y' Z Z' 

(89) - = 



a l/a*-4-X h K6'-h> c Vc-^- 
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qui fait correspondre en particulier aux points de l'ellipsoïde (G) 
ceux de Fellipsoïde (G'). 

Une troisième tpansformation, très utile, comme nous le 
montrerons, dans toutes les questions qui concernent le théo- 
rème d'Ivory, est la suivante : 

On fait correspondre à chacun des ellipsoïdes la sphère 

œ* -^ y* -h z^ = l 
par les formules 

X _ X _ 

Y Y' 

(60) <T=.'7?F==»' 



Z z' 



= z . 



On voit qu'à un même point de la sphère correspondent les 
points des deux ellipsoïdes appelés correspondants par Ivory. 
Aux tétraèdres ABGD , À'B'G'D', pris sur les deux ellipsoïdes 
(G) , (G'), correspond de même un tétraèdre abcd pris sur la 
sphère de rayon 1 . 

Gela posé, soient x,,y^, z, par exemple, les coordonnées 
de l'un des sommets a de ce tétraèdre. On aura, pour le 
point A , 

X, = ax,, Y, = by,, Z, = cz,, 
et pour le point A' correspondant, 

Nous n'avons plus qu'à exprimer les conditions de la ques- 
tion telle qu'elle a été posée. 

Il faut trouver deux points M, M' tels que MA = M'A', 
MB = M'B',etc. Exprimons la première de ces conditions. 
Soient X , Y , Z les coordonnées du point M ; X', Y', Z' celles 
de M'. On aura 
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M'A' =X"4-Y'«4-Z'' — 2l/a* + >.X'a;,-2K6* + >.Y'yj 
— 2^^êNhl.;z:^Z' -h (a' + >) x,' -f- (&' + >) y»' + (c« + X)i?,« . 

En égalant les deux seconds membres et en tenant compte de 
la condition 

on trouve 

X' + Y' + Z^^X'—Y'* — Z'« — À 

-f-2ir,(X'Ka^T> — Xa) 

4-2y,(Y'K6MÔ; — Y6) 

+ 2 ;2?, (Z' |/7T> — Zc) = . 

Cette équation doit être vérifiée pour les coordonnées aJi , y, , Zi 
du point a de la sphère ; mais elle doit l'être aussi quand on y 
remplace ces coordonnées par celles des autres sommets b,c^d. 
Comme elle est du premier degré et comme elle doit être véri- 
fiée par les coordonnées de quatre points non situés dans un 
même plan, elle doit être identique, et l'on doit avoir les 
quatre équations 

/ X'-f-Y*-f-Z'=X'«4-Y'« + Z'*-f->, 

(61) j X _ x; ^ Y _ Y^ z _ z^ ^ 

d'où l'on déduit 

X' Y* Z» , 



a« + > 6'4-x c'4-> 

X'. Y" z;^__i 

"^ "^ "F "^ c» ~ * • 

Les points M , M' doivent donc être placés sur les deux ellip- 
soïdes (G), (G'), et de maijière à y être correspondants. En 
d'autres termes, on retrouve uniquement la solution qu'indi- 
quait a priori le théorème d'Ivory. 
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Théorème XXXIIL — Étmit donnés deux tétraèdres, il existe 
dans l'espace une infinité double de couples de points, tels que 
les distances du premier aux sommets du premier tétraèdre soient 
égales à celles du second point aux sommets du second tétraèdre. 
Ces points décrivent chacun une surface du second degré, et ces 
deux surfaces ainsi obtenues ont mêmes focales, les sommets des 
deux tétraèdres étant des points correspondants sur les deux sur- 
faces. 



§XIV. 

DES PROPRIÉTÉS RELATIVES AUX POINTS COttRESPONi)ANTS SUR DEUX 

QUADRIQUES HOMOFOCALES. 

La méthode précédente nous conduit naturellement à une 
extension des propriétés des points correspondants, dont nous 
déduirons quelques résultats. 

Étant donnés les deux ellipsoïdes (G) , (G'), nous avons vu 
que les points de l'un se déduisaient de ceux de l'autre par 
une transformation homographique, qui a été définie par les 
formules (59). Nous transcrivons ces formules 

X X' Y Y' Z Z' 



a Ka*4-X b Kfc^-+-^ c |/c* + x 

Cela posé, soient M , M' ; U , U' deux couples de points ho- 
mologues dans cette transformation. Soient 

X , Y , Z les coordonnées de M 

X',Y',Z' de M' 

a , |3 , 7 de u 

«M3' , 7' de U' . 

On trouve facilement la formule fondamentale 

L« ^ c «^ b^ ^J 
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Donc, si les points M , U sont sur (G) et leurs homologues, 
par conséquent, sur (6'), on a 

M'D = MU'. 

C'est le théorème d'Ivory. 

Mais le cas dont l'examen est nouveau est celui pour lequel 
un seul couple de points M , M' se trouve sur les ellipsoïdes 
(G) , (G'). Alors, en supposant que le point M soit sur l'ellip- 
soïde (G), la formule (62) devient 

(61) îinf--MF' =5^ A-^-Ê- Ç\ • 

Ainsi, étant donnés en dehors des ellipsoïdes deux points 
homologues delà transformation homographique employée (59), 
la différence M'U — MU est constante pour tout couple (M,M') 
de points correspondants des ellipsoïdes (G) , (G'). 

Ce résultat peut s'énoncer d'une autre manière. 

Soit dans la première figure une sphère 



A cette sphère correspond une transformée homographique 
qui est une surface du second degré; mais il est facile de dé- 
montrer que la tangente menée de tout point de V ellipsoïde (G) 
à celte sphère S est égale à la tangente menée du point correspon- 
dant sur G' à une autre sphère S', qu'on peut appeler aussi 
correspondante de la première. Quand les deux sphères se rédui- 
sent à des points j on retrouve le théorème d'Ivory. 

On a, en effet, en se servant de la formule (61'), relative à 
des points correspondants , 

S=zMU" — ô'* = M'U* — 52 , 
où 

Si donc on pose 

S'=M'U*— S'=(a;'— «)* + (y' — f)' + (z'— y)*— S' = 0, 
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(62) i,.-a-=-x(i-.^-f;-|;). 

la sphère S' correspondra à S en ce sens, non que ces deux 
surfaces seront des transformées homographiques Tune de 
Tautre, mais que la tangente menée d'un point de (G) à la pre- 
mière sphère sera égale à la tangente menée du point correspon- 
dant à la seconde. 

A un point-sphère (a , ^ , y) de la première figure, il corres- 
pondra, en général, une sphère dont le rayon, R', sera donné 
par l'équation 



—i^-i-l>-î) 



et le centre (a ' , ^ ' , 7 ' ) par les formules 



On voit donc : 

1^ Qu'à un point intérieur à l'ellipsoïde (G) correspond une 
sphère de rayon imaginaire ayant son centre intérieur à (G'); 

2^ Qu'à un point-sphère sur (G) correspond la sphère de 
rayon nul formée par le point correspondant sur (G'); 

3° Qu'à un point-sphère extérieur à (G) correspond une sphère 
extérieure à (G') et de rayon réel. 

Au contraire, à un point-sphère de la seconde figure : 1** in- 
térieur à (G') correspond une sphère réelle intérieure à (G); 
2^ extérieur à (G') correspond une sphère de rayon imaginaire 
extérieure à (G). 

On déduit de là quelques conséquences simples. Ainsi, aux 
points de V ellipsoïde (G) situés sur une sphère correspondent des 
points de (G') situés aussi sur une sphère, et par suite aux cer- 
cles de (G) correspondent des cercles de (G'). 

Les normales sont les rayons maxima ou minima qu'on peut 
mener d'un point à une surface. Aux normales menées d'un 
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point-sphère M à (G) correspondront les normales menées du 
point-sphère correspondant à (G'), c'est-à-dire que les pieds 
de ces normales seront des points correspondants sur (G) et 
sur (G') (*). 

On déduit encore des résultats qui précèdent une curieuse 
proposition, relative à l'attraction des ellipsoïdes. 

Étant donné un point M , de ce point comme centre décri- 
vons une sphère, S, de rayon arbitraire (dont le carré soit 
positif ou négatif) ; désignons par / la tangente menée d'un 
point à cette sphère, et cherchons l'attraction d'un ellipsoïde 
sur le point M avec la loi d'attraction 

?'{t)j^ 

r désignant la distance au point M. 

Soient a , ^ , y les coordonnées du point M ; la composante 
parallèle à l'axe des x de l'attraction de l'ellipsoïde (G) s'ex- 
prime, on le sait, par l'intégrale triple 



/// 



dxdydz{x — «) 

7 9 W 5 



étendue à tous les points à l'intérieur de (G). En intégrant une 
fois par rapport à a?, l'intégrale prend la forme 



JJdydz^^{t,)--f{t\)^, 



^1,^', désignant les tangentes à la sphère S menées de deux 
points situés sur la parallèle à l'axe des x déterminée par les 
coordonnées y ^z. Or, notre ellipsoïde (G) peut se déduire de 
la sphère de rayon 1 par la transformation homographique déjà 
employée, 

x = a^ , y = brj , z = ci , 



(*) Voir le Mémoire de M. Cohn {Journal de Crelle, t. LIV, p. 329), où se 
trouvent des propositions analogues relatives aujç coniques. 
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qui donne pour ti^t\ des fonctions de Ç , yj , Ç, qu'il est inutile 
d'écrire. L'intégrale devient ainsi 

aft/jfrfcd«[?(0--?(^'i)] = X. 

Cela posé, considérons le point correspondant sur l'ellip- 
soïde (G). A la sphère S, décrite du point M comme centre, 
correspond une sphère S,', décrite d'un autre point M', et la 
tangente t^, menée d'un point de (G), est égale à la tangente 
menée du point correspondant sur (G') à la sphère correspon- 
dante; D'ailleurs, ces deux points, se déduisant du même point 
de la sphère, $,/},?, sont les mêmes pour tous les deux. Donc 
la composante X' de l'attraction, exercée par (G') sur le centre 
de la nouvelle sphère S' avec la même loi, sera 

ou 



X' =K(6*4->)(C*4->).X. 

On aura de même 



Y' = k'(a*-h>)(c' + /).Y, Z' = l/(a« + >)(&« -h X).Z. 

Or, si Ton cherche rattraction de (G) sur le centre de la 
sphère S avec la loi d'attraction indiquée, on pourra toujours 
disposer de X de manière que la sphère S' se réduise à un point, 
et l'on sera conduit à chercher l'attraction de (G') sur un point 
avec la loi d'attraction y (r). On a donc la proposition suivante, 
que nous ne développons pas davantage pour ne pas allonger 
ce travail : 

Théorème XXXIV. — Si Von sait trouver rattraction d'un 
ellipsoïde homogène sur un point avec une loi d'attraction 9 (r), 
on saura aussi trouver Vattraction d'un ellipsoïde avec la loi 
d'attraction 



y(l/a4-r') 



r 



Ka 



r 



,2 



Enfin, les propositions que nous avons démontrées nous 
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permettent de traiter d'une manière simple deux questions se 
rattachant d'une manière directe à celle que nous avons traitée 
dans le paragraphe précédent. 

D'abord, on considère deux pentagones dans Vespace. Y a-t-il 
des couples de points tels que les distances du premier point aux 
sommets de l'un des pentagones soient égales à celles du second 
point aux sommets correspondants du second pentagone? 

Pour résoudre cette question, nous supposerons qu'on ad- 
joigne un point à chacun des tétraèdres de la question précé- 
dente. On sera ainsi ramené à traiter la question suivante : 

Parmi les couples (M , M') de points correspondants sur deux 
ellipsoïdes, trouver ceux. qui sont tels que aM = a'M' ; a , a' 
étant d'ailleurs deux points quelconques. 

A cet effet, nous remarquerons que a' M' est égale à la^ tan- 
gente menée du point M à une sphère S' correspondante à la 
sphère de rayon nul a'. On aura donc à chercher sur un ellip- 
soïde (G) le lieu des points M tels que la tangente menée à une 
sphère quelconque S' soit égale à la distance de ces points à un 
autre point quelconque, a. Ces points M sont sur la section 
conique intersection de (G) et du plan radical de la sphère S' 
et de la sphère de rayon nul a. Cette section conique est quel- 
conque. Donc : 

Théorème XXXV. — Étant donnés deux pentagones^ si Von 
cherche les couples de points M , M' , tels que les distances dun 
point M de chaque couple aux cinq sommets du premier pentagone 
soient égales aux distances du point W aux cinq sommets du se- 
cond, les points M , M' décriveiit respectivement deux coniques 
ayant même distance focale, et sont correspondants sur ces deux 
coniques. 

La question que nous venons de résoudre est identique à la 
suivante : 

Étant donnés cinq couples de points correspondants dans la 
transformation de Jacobin trouver les coniques qui servent de 
base à la transformation. 

En second lieu, supposons que Von ait deux hexagones appar- 
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tenant à deux figures différentes, et qu'on se propose de recher^ 
cher s'il y a des couples de points M , M' , tels que les distances 
du point M aux six sommets de Vun des hexagones soient égales 
à celles du point W aux six sommets correspondants du second. 
En raisonnant comme dans le problème précédent, nous serons 
conduits à rechercher, parmi les couples M , M' de points cor- 
respondants sur deux ellipsoïdes, ceux pour lesquels, 

a , a', p , P' étant des points quelconques. En considérant ces 
deux équations séparément, on voit que les points M se trou- 
veront à l'intersection de l'ellipsoïde (6) et de deux plans quel- 
conques. Donc : 

Théorème XXXVI. ^^ Il y a en général deux couples de points 
tels que les distances de l'un des points de chaque couple aux six 
sommets d'un hexagone soient égales aux dislances de l'autre 
point aux six sommets d'un second hexagone correspondant aux 
sommets du premier. 



§xv. 

solution d'un problème relatif a deux triangles. 

Nous devons maintenant revenir sur une question qui a été 
réservée, et démontrer que deux tétraèdres peuvent toujours 
être disposés de telle manière que leurs sommets soient des 
points correspondants sur deux quadriques homofocales. Mais, 
avant de traiter cette intéressante question, nous examinerons, 
en prenant pour guide Jacobi, le problème analogue relatif à 
deux triangles, afin de développer, dans un cas simple, la mé- 
thode de solution que nous devons employer. Soient 

(«*) !■'+?.=*' (^') 
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les équations de deux coniques rapportées à leurs axes. Si elles 
sont homofocales, on aura 

(65) m'» - m* = n'* — n' = p* . 

Cela posé, tout point de la première de ces courbes peut être 
représenté par les formules 

(66) ^ \ = mx, Y=:ny, 

où 

aj»4-»*=l; (C), 

et alors le point correspondant de la seconde conique (E') sera 
donné par les formules 

(67) X'=:m'a?, Y' =n'y . 

On peut tirer de ces formules quelques conséquences qui 
rendront plus claires les discussions ultérieures. 

On voit d'abord que les deux courbes (E) , (E') peuvent être 
considérées comme des transformées homographiques du cer- 
cle (C). La courbe (E) en dérive par les formules (66) ; la 
courbe (E'), par les formules (67); et les points correspondants 
sur les deux courbes sont les homologues d*un même point du 
cercle. 

Ainsi, étant données les courbes homofocales 



m" 4- > w' 4- > 



chacune d'elles peut se déduire du cercle (C) par une trans- 
formation homographique spéciale 



X = l/m* 4- X . a? , Y = Kn» 4- > . y , 

et un même point du cercle a pour homologues sur deux 
courbes distinctes les deux points correspondants d'Ivory. 

Toutefois, il importe de remarquer qu'à un point réel de la 
conique ne correspond un point réel du cercle que si m , n 
sont réels, c'est-à-dire si la conique est une ellipse. Par suite, 
à trois points pris sur une hyperbole correspondront sur le 
cercle trois points imaginaires, dont les distances pourront 
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bien être réelles ; mais avec ces trois distances on ne pourra 
jamais construire un triangle. Si le triangle est, en effet, possi- 
ble, le cercle circonscrit est le cercle (G), et l'on peut établir 
la correspondance homographique entre les sommets réels du 
triangle et les points réels de la conique. La conique est 
donc nécessairement, dans ce ca^, une ellipse. 

Gela posé, soient ABC , A'B'G' deux triangles donnés, et 
proposons-nous de chercher si ces deux triangles peuvent être 
placés de manière que les sommets A et A', B et B', G et G' 
soient correspondants sur deux coniques homofocales. Soient 
données les ellipses (E) , (E'), et voyons si on peut déterminer 
les axes et trois couples de points correspondants A , A' ; B , B'; 
G, G', de telle manière que les triangles ABC , A'B'G' soient 
égaux aux triangles donnés. 

Soient x y y; x\y' ; x", y" les coordonnées des trois points 
A",B*',G'' du cercle (G) correspondants aux points A , A' ; 
B , B' ; G , C sur les deux ellipses. Nous désignerons par a,6,c; 
a\ 6', c' les côtés des triangles donnés ABC , A'B'G , et par 
a\ b\c" les côtés inconnus du triangle A'^B^'C". On aura 

a» = m* (x' —x'Y -f- n* {y' — y'Y , 
a'^= m'\x' —x'Y -hn'^y —yy . 

En joignant à ces équations celles qui donnent 6*, 6'% c*, &*, 
et les trois qui expriment que les points A", B", C sont sur 
le cercle (G), on aura neuf équations pour déterminer neuf 
inconnues, à savoir, 

^iV i(X)' ,y' ,x\y\m,nyp. 

Nous allons résoudre ces équations, en employant des consi- 
dérations géométriques qui expliqueront toutes nos opérations, 
et rendront certains calculs inutiles, en faisant prévoir le sens 
et le résultat de ces calculs. 

Des équations précédentes on déduit 

a'' — a^=: p^Ux' —x'Y -]- (y —y'y^ziz p' a'^ . 
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On a donc 

Posons, avec Jacobi, 

(69) u = a'*—a\ t?=:ft'« — 6«, w=c'*—c\ 

on aura 

Donc, le triangle, réel ou imaginaire, construit avec les trois 
côtés Vu , Vv , Vw , sera semblable au triangle auxiliaire 
A^B^C du cercle (G); le rapport de similitude p est égal au 
rapport des rayons des cercles circonscrits, c'est-à-dire au 
rayon du cercle circonscrit au triangle iVu ^Vv ^ Vw) , ce 
qui donne la formule 

(71) 16s' = 2t;w; + 2wtt? + 2ttt; — w*— t?' — «?* . 

Ce sont les formules de Jacobi. Elles nous donnent l'in- 
connùe p*, et il est à remarquer qu'on peut supposer que la 
valeur dep* soit positive. Si cette valeur était, en effet, néga- 
tive, on prendrait en sens contraire les différences w , v , tw, 
ce qui donnerait à p* le signe + . 

Proposons-nous maintenant de déterminer les axes m , n de 
Tune des coniques, ainsi que les positions des sommets A,B,G. 

Pour cela, nous remarquerons que le triangle Aj B^ C^ , cor- 
respondant sur une conique d*axes Km* + X , Vn^ + X au 
triangle ABC, aurait ses côtés a^ , &j , c^ donnés par les for- 
mules telles que 

(72) a,« =r (m' + 1) {x' ^x'Y + (n*-).) {y' -y'Y , 
où 

a « z= a* + — , M . 
P 
On a donc 



(73) a* = a* + -, w , b^* = b*-h^v , c* = c^-h—^w . 



p* p' ' * p^ 

Quand X devient égal soit à — n', soit à — m', le triangle 
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AjBjGj , qui change de forme avec la conique, a ses trois som- 
mets en ligne droite. On aura donc 

±a,±b,±c, = 0. 

C'est d'ailleurs ce que met en évidence la formule (72), qui 
donne pour X = — n* , par exemple, 



(74) 



% = ±i^m*— n*[x'—œ') , 6,= ±k'm* — »• (a?— a;') , 



c, = ±l^m*— n*(a?— a?") . 
On obtient donc, pour déterminer les axes, l'équation 



On a mis a" — a' à la place de u, etc. 

On aura d'ailleurs l'équation rationnelle qui donne les axes, 
en exprimant que la surface du triangle A^ Bj G, est nulle pour 
X = — 5*, ce qui donne l'équation 



(75) 0=-16S«=: 
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P' 
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o«- 


— -M 

P' 






Cette équation étant résolue, le problème ne présente plus 
aucune difficulté. En effet, pour les deux valeurs de X , 

X = — m' , X z= ^ n* , 

les formules (72) nous donnent des équations telles que 






w* 



a* : u = Vm^ — n* (a?' — x") , 



w; 



a^ — jW= Kw'— m* {y' — y') , 



et quatre équations semblables. 
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Ces formules, interprétées géométriquement, signifient 
qu'on connaît les projections de chacun des côtés du triangle 
k^B^C , inscrit au cercle C, sur les diamètres de ce cercle 
parallèles aux axes des coniques. Il n'y a donc plus de diffi- 
culté à trouver les directions de ces axes, seules inconnues qui 
restaient à déterminer. 

Tout se réduit donc à la discussion de l'équation du second 
degré (75), et, pour éviter quelques calculs, nous adjoindrons au 
déterminant précédent, que nous appellerons U,(U = — 46 S") : 
\^ le déterminant U^ , obtenu en supprimant la dernière ligne 
et la dernière colonne, qui se réduit à 



u.=2(c.-i;«,) 



et 2^ U, obtenu en supprimant les deux dernières lignes et les 
deux dernières colonnes, 

U, = — i . 

Alors, d'après les propriétés des déterminants symétriques, 
la suite 

u,u,,u. 

jouira des propriétés connues des fonctions de Sturm. Quand 
la fonction intermédiaire s'annulera, les deux voisines seront 
de signes contraires, et le nombre des variations perdues ou 
gagnées par la suite, quand s* passera d'une valeur à *une 
autre, indiquera le nombre minimum des racines de l'équation 
U = 0. Substituons — oo , , — p% + <» ; nous formerons le 
tableau suivant : 



s» = 


— 00 


-p' 





4-00 


u 


-S" 


— 


— 


-2* 


U. 


H-w 


+ 


-h 


— w 


u. 


— 




— 





Il ne faut pas oublier que le premier déterminant U repré- 
sente, au signe près, seize fois le carré de la surface d'un 
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triangle , ce qui explique les signes de la première ligne de 
notre tableau. S* est donné par la formule (71). 

1® Si ï* est positif, w le sera; car S' ne peut être positif que 
siu ^v ^w sont de même signe, et comme on a pris les diffé- 
rences de manière que p* ou leur produit uvw sôit positif, ces 
trois différences, étant de même signe, seront nécessairement 
positives. Dans ce cas, les deux racines de l'équation (75) 
sont positives. La courbe (E) est donc une ellipse et aussi la 
courbe (E'), puisque, p* étant positif, m'*> m* , n''> n*. 

Nous avons admis que I* ne peut être positif que si w , i; , «; 
sont de même signe. C'est ce qui résulte de la formule de dé- 
composition 

16 2:' = iuv — («4-r — t^)*. 

2® Si S' est négatif, il y aura une racine positive m*, l'au- 
tre n' comprise entre — oo et — p', (E) sera donc une hyper- 
bole, et aussi (E'), puisque 

m'* = m* + p* sera positif, 

n'* =n* + p* sera encore négatif. 

Jacobi donne aussi une construction géométrique simple du 
centre des ellipses (E) , (E'), construction qu'on Justifie avec 
une grande facilité par les principes précédents. Dans les trois 
courbes (E) , (E') , (C), les centres sont des points homolo- 
gues, et comme aux points à l'infini correspondent des points 
à l'infini, les centres des courbes seront, dans les trois cas, 
les points d'application des mêmes forces parallèles ou des 
mêmes poids, placés aux trois sommets correspondants des 
triangles. Or, pour obtenir le centre du cercle circonscrit à un 
triangle (Vu .Vv^ Vw) , il faut placer aux trois sommets les 
coefficients 

sin2A, sin2B, sin2G, 

A , B , G étant les angles, ou, ce qui revient au même, 
w(t; + î(? — u), v{w + u — t?) , wiu-\-v — w) , 
Tels sont aussi les coefficients qu'il faudra placer aux sora- 



j 
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mets de chaque triangle ABC, A'B'C ' , pour obtenir le centre de 
Tellipse correspondante coname centre des distances propor- 
tionnelles des masses représentées par ces coefficients. 

On peut aussi déduire des propositions démontrées une 
construction géométrique qui fournit tous les éléments cher- 
chés. Soient les deux courbes (E) , (E'), ayant mêmes foyers. 
La conique décrite des foyers A , B avec A'B' pour axe focal 
sera inscrite dans (E'), d'après une proposition déjà établie. Il 
en sera de même pour les deux autres courbes décrites des 
foyers A , G avec A'C pour axe focal, ou des foyers A , B avec 
A'B' pour axe focal. On voit donc que la courbe inconnue (E') 
devra être tangente à trois ellipses données de foyers et d'axe 
focal. On peut, d'après ces propriétés, construire la courbe (E') 
en se servant de beaux théorèmes donnés dans le Traité des 
Sections coniques de M. Chasles. 

Nous nous appuierons sur la proposition donnée page 357 de 
ceTrailé : Étant données trois coniques inscrites dans une co- 
nique fixe, les six ombilics de ces coniques, prises deux à deux, 
sont trois à trois sur quatre droites. Or, ici ces six ombilics se 
déterminent sans difficulté. Par exemple, pour les coniques 
(A,C),(A,B), les deux ombilics sont A et un point A' qu'on 
détermine de la manière suivante : Des points B , G comme 
centre on décrit des cercles avec B' A' , G'A' comme rayons ; ces 
cercles se coupent en un point A'' ; la perpendiculaire élevée 
sur le milieu de AA" vient couper BC au point A'. Les trois 
lignes AA', BB', GG' forment un triangle. Dans ce triangle, le 
sommet opposé à A A' est le pôle de contact de la conique de 
foyers (B , G) et de la conique (E). 

On pourra donc construire les points de contact de chaque 
conique avec la conique inconnue (E), et par suite celle-ci sera 
pleinement déterminée. Gette construction offre l'avantage de 
donner avec une grande facilité tous les éléments géométriques 
dont on peut avoir besoin. 
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§XVI. 

SOLUTION d'une QUESTION RELATIVE A DEUX TETRAEDRES. 

Il nous reste à examiner le problème analogue à celui que 
nous venons de résoudre, et à indiquer comment on peut, 
étant donnés deux tétraèdres, déterminer deux surfaces homo- 
focales dans lesquelles on pourra inscrire les deux tétraèdres 
de manière que leurs sommets disposés par couples soient 
correspondants sur les deux surfaces. Cette question sera 
traitée avec quelques développements ; car elle nous paraît une 
des plus intéressantes qu'on puisse se proposer relativement à 
deux tétraèdres. 

Soient 

w* n« p* w'» n'* p'" 

les équations de deux quadriques (G) , (G ' ) rapportées à leurs 
axes. Elles seront homofocales, si Ton a 

(77) m"— m* = w'" — n»=p'»— p* = }' . 

Soient 

(78) X = ma? , Y = ny , Z=pz 

les formules qui donnent un point de (G), et dans lesquelles 

(79) aï* -f- y« + z" = 1 . (S) 

Les formules (78) peuvent être considérées comme établis- 
sant une correspondance homographique entre la quadrique (G) 
et la sphère (S). De même, les formules 

(80) X' = w'a? , Y' = n'y , Z' = p'z 

définissent un point de (G'), et précisément de telle manière 
que les deux points de (G) et de (G') qui correspondent au 
même point de la sphère (S) soient correspondants (suivant la 
définition d'ivory) sur les deux surfaces (G) , (G'). 
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Il est à remarquer que si une des surfaces, (6) par exemple, 
n'est pas un ellipsoïde, à un point réel de (6) ne correspondra 
pas un point réel de la sphère (S), et par suite, si l'on prend 
quatre points de la sphère (S) correspondants à quatre points 
réels de (G), ces quatre points de (S) formeront un tétraèdre 
dont les arêtes et les faces même pourront être réelles (*), 
mais qui ne pourra jamais être construit; car si l'on pouvait 
le construire, la sphère circonscrite serait la sphère (S); il y 
aurait correspondance entre les points réels de (S), sommets 
du tétraèdre, et ceux de (G). Cette quadrique serait donc un 
ellipsoïde. 

Cela posé, revenons au problème énoncé au début, et pro- 
posons-nous de trouver sur la sphère (S) quatre points 
! A",B"',C", D", tels que les deux tétraèdres correspondants, 

ABCD sur (G), A'B'C'D' sur (G'), soient égaux à des tétraèdres 
donnés à l'avance et construits. En exprimant que les distances 
respectives des points A,B,C,D, d'une part, et des points 
! A', B', C, D', d'autre part, sont égales à des nombres donnés, 

I on aura douze équations, qui, jointes aux quatre qui expriment 

l que A", B", C", D" sont sur la sphère, forment seize équations. 

Or il y a bien seize inconnues, qui sont les coordonnées des 

quatre points A", B", C", D" et m% n', p', ç*. Nous suivrons, 

i 

I pour résoudre ces équations, une marche analogue à celle du 

paragraphe précédent. 

Désignons par des indices les quatre points ; par d^ , d'\k , d\u 
les carrés des distances des points i,& sur (G) ,(G') et (S). 
On aura 

dik = w* {Xi — XkY + n* {tfi —ykY-h p' {Zi — ZuY , 

I d'ik = m'» (Xi - XkY + n'*(y<— yO* + i>" (^.—'2:0% 

I d'iu = {sOi—Xky + {yi — yuY + (:?,• — 2^»)% 

ce qui donne 
^ (81) d'iu — diu = q'd\k. 



(*) On comprend bien ce que nous entendons par là; avec les trois arêtes 
d'une face on pourra construire un triangle. 



L 
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Imaginons un tétraèdre auxiliaire A, construit avec les six 
arêtes dont les carrés $,1, sont 

(82) a« = rf'rt — drt . 

La formule précédente détermine les six quantités Sfu , et le 
tétraèdre A , formé avec ces six arêtes, est, d'après la formule (81), 
semblable au tétraèdre A"B"C"D" des quatre points sur la 
sphère (S). Le rapport de similitude q est égal au rapport des 
rayons des sphères circonscrites, c'est-à-dire au rayon de la 
sphère circonscrite au tétraèdre auxiliaire A. Soient V le vo- 
lume de ce tétraèdre, R le rayon de la sphère circonscrite. 
D'après les formules rappelées (§ III), on aura 



(24RV)'= — 
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Ces formules déterminent R% et l'on a 

Remarquons que, si l'on change de signe les différences (î^, 
ce qui est permis, le premier déterminant ne change pas de 
signe, le second en change au contraire. On peut donc toujours 
supposer R* positif : c'est ce que nous ferons. 

On pourrait, dès à présent, considérer la question comme 
résolue. On a, en effet, tous les éléments nécessaires pour 
construire le tétraèdre A"B'X"D\ Alors, si l'on détermine les 
coefficients qu'il faut placer aux sommets de ce tétraèdre pour 
que le centre des distances proportionnelles soit au centre de 
la sphère circonscrite, ces coefficients, placés aux sommets du 
tétraèdre ABCD, nous serviront de même à déterminer le 
centre de la surface (G); et de même, les points correspon- 
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dants sur chaque face du tétraèdre au centre du cercle cir- 
conscrit à la face correspondante de A^B'^^D" seront les 
centres des ellipses de section de (G) par cette face. On aurait 
donc tous les éléments nécessaires pour construire les quatre 
sections par les faces du tétraèdre. Cette remarque, analogue 
à celle de Jacobi pour le triangle, sera développée dans le pa- 
ragraphe suivant. 

Mais nous nous proposons, pour la discussion complète de 
la question, de déterminer les axes et la nature des deux sur- 
faces (G) , (G'), et, à cet effet, nous examinerons, comme dans 
la question précédente, un tétraèdre auxihaire et variable, cor- 
respondant aux tétraèdres ABCD , A'B'C'D' sur la quadrique 
homofocale d'axes 



D'après la formule (81), les carrés des arêtes D,fc de cet ellip- 
soïde seront donnés par les formules telles que 

D,» = dik ^" 5î ^rt • 

Mais ce tétraèdre variable changera de forme avec la surface 
qui lui est circonscrite, et quand cette surface s'aplatira, quand 
un axe deviendra nul, les sommets du tétraèdre se placeront 
dans le plan principal correspondant. Il y aura entre les six 
arêtes la relation qui exprime qu'elles joignent quatre points 
dans un même plan. Ainsi, en remplaçant i par — S*, pour 
S* = w* , S' = n* , S* = p\ le volume du tétraèdre auxiliaire, 
qui est donné par la formule 

1 1 
i D, 
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sera nul. 
En substituant à la place de D,» la valeur 



(83) 
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Drt — dik — ^ ^ik 
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on devra avoir l'équation 



(84) 
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L'équation ainsi obtenue est du troisième degré; elle n'a 
donc pas d'autre racine que les trois reconnues a priori, sa- 
voir, m% n%p\ 

Cette équation résolue, la question ne présente plus de 
difficulté. En effet, quand le tétraèdre variable a un volume 
nul (supposons que l'axe principal dirigé suivant Oz soit devenu 
nul), on peut déterminer les aires de ses faces, et ses aires 
s'expriment évidemment par des formules telles que celle-ci : 

i 

|/(iw« — n*)(m*— /)*) 



4 ^a y. 



où m,n ,p sont connus. Elles sont donc dans un rapport connu 
avec faire de la projection de la face correspondante du tétraè- 
dre A'^B^CD" inscrit à (S) sur le plan principal. On connailra 
donc les angles que fait chaque plan principal avec les faces 
du tétraèdre, et par conséquent on voit clairement que la ques- 
tion se résoudra sans difficulté nouvelle et sans ambiguïté. 

Tout se réduit donc à la discussion de l'équation (84), dont 
le premier membre a été appelé U. Nous appellerons U, , U, , U, 
les déterminants obtenus en supprimant pour Uj la dernière 
ligne et la dernière colonne, pour U, les deux dernières, et 
pour U, les trois dernières lignes ou colonnes. 
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Remarquons que U^ représente seize fois le carré, changé de 
signe, de la surface d'un triangle (D^, , D^, , D,,). Il importe de 
ne pas perdre de vue cette signification géométrique, qui per- 
met, toutes les fois que Ton aura un triangle réellement exis- 
tant, d'affirmer que U, est négatif. 

Formons le tableau de substitution suivant, qui n'indique, 
bien entendu, que les signes des résultats : 



«* — 
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Dans ce tableau, V , 2 , (îi, sont le volume. Taire d'une face, 
le carré de la longueur d'une arête de cette face du tétraèdre 
auxiliaire A, tétraèdre qu'on ne peut pas toujours construire, 
d'après les remarques faites au début. Par conséquent V ,S',(ï„ 
pourront avoir des signes quelconques. Remarquons que le 
signe de Y' , puisque R* a été pris positif, dépend exclusivement 
du signe du déterminant 

a,. 



(86) 
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1^ Si le tétraèdre auxiliaire A peut être construit (il faut et 
il suffit pour cela que â^^ , S', Y* soient positifs), le tableau 
précédent nous indique trois racines positives. Donc (G) et 
a fortiori (6') seront des ellipsoïdes. 

2° Si le tétraèdre auxiliaire ne peut pas être construit et que 
le déterminant M soit négatif, on a deux hyperboloïdes à deux 
nappes. 

8^ Si le tétraèdre auxiliaire ne peut pas être construit (ce 
qu'on reconnaît immédiatement à l'inspection des signes de 
5„ , S' , V), et que le déterminant M soit positif, on a deux 
hyperboloïdes à une nappe. 
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4® Si le déterminant M est nul, on a un cône. 

5^ Si, H n'étant pas ntd, le tétraèdre auxiliaire a un volume 
nul, les surfaces sont des paraboloïdes hyperboliques si M est 
positif, des cylindres si M est nul, des paraboloïdes elliptiques 
si M est négatif. 

6® Si les mineurs du premier ordre de M sont tous nuls, les 
surfaces sont des plans réels ou imaginaires, suivant le signe 
de l'un des mineurs principaux quelconques du second ordre. 
Etc., etc. 

Cette discussion prend un caractère plus géométrique parl'in- 
troduction d'un triangle adjoint au tétraèdre, et dont la consi- 
dération me paraît devoir être introduite avec grand avantage 
dans l'examen de toutes les questions relatives aux tétraèdres. 

Les côtés de ce triangle sont les produits des arêtes opposées 



^/5,.^„, ï/a,.«.,, [/i,J 



U 9 



ses angles sont les suivants : Soient les quatre cercles cir- 
conscrits aux quatre faces du tétraèdre. Deux de ces cercles 
se coupent toujours sous le même angle que les deux autres. 
Les six angles des cercles se réduisent donc à trois, qui sont 
les angles du triangle adjoint. Autrement : ces angles sont les 
troisièmes faces des trièdres formés avec chaque angle dièdre, 
et les angles opposés dans chacune des faces qui forment ce 
dièdre à l'arête du dièdre. 

La surface S de ce triangle auxiliaire est 6VR , V et R dési- 
gnant le volume du tétraèdre et le rayon de la sphère cir- 
conscrite. 

Enfin ce triangle est semblable à chacun des triangles qu'on 
forme en prenant la transformée par rayons vecteurs réci- 
proques de chaque face, le pôle étant au sommet opposé. 

La considération du triangle adjoint conduit à l'énoncé sui- 
vant : 

Les surfaces (6) , (G ') sont réglées toutes les fois que la surface 
du triangle adjoint est réelle . 

Quand le triangle adjoint a une surface nulle, (6) , (6') sont 
développables, etc. 
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§ xvn. 

DEUXIÈME SOLUTION d'uN PROBLÈME RELATIF A DEUX TÉTRAÈDRES. 

Les questions résolues dans les paragraphes précédents nous 
paraissent mériter, à cause de leur intérêt, qu'on en développe 
un mode nouveau de solution, fondé sur la théorie des coor- 
données tétraédriques ou homogènes. Pour cela, nous rappel- 
lerons quelques notions qui ne sont pas assez connues, et qui 
donnent l'idée la plus nette des coordonnées homogènes. 

Étant donné un tétraèdre A B CD, un point M de l'espace 
sera déterminé par ses distances aux quatre faces du tétraèdre, 
mais entre ces distances Pi , p, , p, , p* il existe une relation 
non homogène de la forme 

S,P, + S,p. + S3P3 4- S,p, = 3V , 

où Si , S, , S3 , S4 sont les aires des faces , V le volume du té- 
traèdre. Cette relation permettra de déterminer le point M, 
toutes les fois qu'on connaîtra les rapports respectifs des quatre 
quantités Pi , et ce sont ces rapports seuls qu'on fait intervenir 
dans les équations 'en appelant coordonnées homogènes d'un 
point M des quantités a , p , y , (î ,dont les rapports seuls sont 
connus, et qui sont entre elles, non comme les perpendicu- 
laires p<, mais comme ces perpendiculaires multipliées par des 
constantes numériques. On aura donc, en désignant par a< une 
des coordonnées homogènes et par w< une constante 

ui = paiPi , (t= 1,2,3,4) , 

p étant un paramètre qui indique que les rapports seuls des 
quantités a, interviennent dans la détermination du point et 
dans les équations. Les quantités a^ peuvent s'appeler para- 
mètres de référence. 

Mais il y a un deuxième point de vue, tout aussi important 



76 SUR LES THÉORÈMES D'IVORY, RELATIFS 

que le précédent, quoique rarement développé, sous lequel on 
doit, selon nous, considérer les coordonnées homogènes, et 
cette nouvelle méthode a été surtout développée par Môbius. 
Tout point de V espace M' peut être considéré comme le centre 
de gravité de masses disposées aux sommets du tétraèdre de 
référence, et quand le point M est donné, les rapports de ces 
masses m^ doivent être considérés comme connus. Elles sont 
liées aux perpendiculaires p< par des équations de la forme 

in, = /)p.S,, (1=1,2,3,4), 

qui montrent qu'elles constituent un système de coordonnées 
homogènes avec des paramètres de référence égaux aux faces 
du tétraèdre. Dans ce deuxième mode d'exposition, on voit 
mieux pourquoi les équations doivent être homogènes, et com-. 
ment la position du point ne dépend que des rapports des 
coordonnées ; et, en outre, on a l'avantage de rattacher à des 
propositions connues de statique la démonstration des for- 
mules relatives aux coordonnées homogènes. 

Ajoutons que cette notion s'étend aux coordonnées polyé- 
driques, et qu'on peut considérer ces coordonnées comme des 
masses disposées aux sommets d'un polyèdre et déterminant 
un point, leur centre de gravité. 

Revenons au problème que nous avons à traiter, et propo- 
sons-nous, étant donnés deux tétraèdres ABCD , A' B' G' D', 
de déterminer tous les couples (M) , (M') de points tels que les 
distances du point M aux sommets du tétraèdre ABCD soient 
égales à celles du point M' aux sommets du tétraèdre A'B'C'D'. 

Soient (X , Y , Z) , (X' , Y' , Z') les coordonnées des points M , M' ; 
{Xyy,z),(x,,y,, z) , (a;, , i/, , z,) , (a?, , y, , 2,) celles des sommets 
A , B , G , D ; nous désignerons par les mêmes lettres accentuées 
les coordonnées des sommets correspondants a;',y',z'. On 
devra avoir des équations telles que la suivante : 

i (X ^XiY + (Y - yO' + (Z - z^f 
^^^^(=(X'-a?'0'4-(Y'-y',)' + (Z' -;?',), (i=0,l,2,3). 

En multipliant les équations précédentes par X< , et en les 
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ajoutant membre à membre, on obtient une nouvelle équation, 
dont chaque membre représente le carré de la tangente à une 
sphère multipliée par une constante 

> -h >i 4- >, 4- >, . 

Soient S , S' les deux sphères qu'on obtient en égalant à 
zéro successivement le premier membre et le second. La tan- 
gente menée du point M à la sphère S sera, d'après l'équation, 
égale à la tangente menée de M' à la sphère S'. Si les deux 
sphères ont des rayons égaux, la distance du point M au centre 
de la première sera égale à celle du point W au centre de la se- 
conde. Or, les rayons des deux sphères sont déterminés par les 
formules 

W ''■=-W 

pour la sphère S , et 



(91) R« =; 



(2>0' 



pour la sphère S'. Dans ces formules, d^ désigne le carré de la 
distance de deux points (i ,j) du premier tétraèdre ABCD; 
d'^- désigne le carré de la distance des points correspondants 
du second tétraèdre. (Le premier sommet A ou A' est considéré 
comme ayant l'indice zéro.) 

Si les rayons des deux sphères sont égaux, les distances des 
points M , M' aux centres de ces deux sphères seront égales, et 
les deux centres a de S et a' de S' formeront un couple de 
points pouvant remplacer dans l'énoncé du problème deux 
couples (A , A') ,(B , B'), par exemple, de sommets corres- 
pondants des deux tétraèdres. Or, .on peut exprimer facilement 
que les rayons sont égaux, et l'on trouve, en égalant les deux 
valeurs de R*, la relation fondamentale 

(92) 2>,>^((f,,— (i'<,.) = 0. 

Donc, si Ton cherche tous les couples M , M' de points tels 
que les distances de M à quatre points A , B , C , D soient égales 
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à celles de M' à quatre autres points A',B',C',D',Uy aura 
d'autres couples a,a% en nombre doublement infini^ qu'on 
pourra substituer à deux sommets correspondants quelconques 
des tétraèdres ABCD , A'B'C'D'. 

Rendons-nous compte de la position de ces nouveaux cou- 
ples a, a', qui sont- les centres des sphères S, S'. D'après la 
manière dont on obtient les sphères S , S ' , il est évident que les 
centres a , a ' sont les centres de gravité des masses ^, Xi , X,, X,, 
placées aux sommets du premier tétraèdre pour a, et aux som- 
mets du second pour a'. Ces quantités sont donc les coor- 
données soit du point a rapporté au premier tétraèdre ÂBGD, 
soit du point a' rapporté au second. 

Donc l'équation (92) représente soit l'équation du lieu des 
points a, si on la rapporte au tétraèdre ABCD , soit celle du 
lieu des points a', si on la rapporte au tétraèdre A'B'C'D' ; 
et comme cette équation est du second degré, on voit qu'elle 
représente, dans le premier cas, une surface du second degré 
circonscrite au tétraèdre ABCD ; dans le second cas, une sur- 
face de même ordre rapportée au tétraèdre A'B'C'D'. Nous 
savons, par une discussion déjà faite, que ces deux surfaces 
peuvent être placées de manière à être homofocales, et qu'alors 
les couples (a , a') , (M , M') deviennent des couples de points 
correspondants. Un raisonnement simple peut montrer sans 
calcul que ces surfaces sont aussi les lieux des points M , M'. 

En effet, puisque les distances du point M à A , B , C , D , a 
sont les mêmes que celles du point M' à A',B', C',D', a', 
on voit qu'en prenant quatre couples (M , M') , (M^ , M'^), etc., 
de points M, M', les distances des points a aux quatre points M, 
seront égales à celles du point a' aux quatre points M',-. Donc 
la relation entre les couples (M,- , M',) et les couples a , a' sera 
réciproque, et par suite les points M, , M'^ se trouveront sur 
deux surfaces du second degré. 

En résumé, on voit qu'on a : 1°dans la figure ABCD une 
surface (G), lieu des points a, circonscrite àACBD, et une 
surface (H), lieu des points M; 2** dans A'B'C'D', les surfa- 
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ces (G'), lieu de a', circonscrite à A'B'C'D', et (H'), lieu de 
M', correspondante à M. Nous savons d'ailleurs et nous ne dé- 
montrerons pas de nouveau que les surfaces (G) , (G ' ) , (H) , (H ' ) 
sont égales ; que (G) et (H) ont les mêmes focales ; que (M , a), 
(M', a') sont correspondants d'Ivory, etc. 

Revenons à l'équation en coordonnées tétraédriques (92), 
qui représente soit (G) rapportée au tétraèdre ABCD^ soit (G') 
rapportée à A'B'G'D'. Cette équation nous donnera immédia- 
tement des propriétés importantes, obtenues moins rapidement 
par d'autres voies. 

Si toutes les quantités d'^ sont nulles, l'équation se réduit à 

(93) 2>,>,A,=:0, 

et elle représente alors la sphère circonscrite au tétraèdre 
ABGD. En effet, d'après l'équation (90), le rayon de la sphère S 
ayant même centre radical que les points-sphères A , B , G , D 
est nul, quand l'équation (93) est satisfaite. L'équation (93) 
représente donc le lieu des centres des sphères de rayon nul 
ayant un centre radical donné ; c'est donc la sphère circons- 
crite au tétraèdre ABGD. 

On peut donc affirmer qu'en construisant le tétraèdre avec 
les six arêtes dont les carrés sont 

^ij = dij — d'à y 
l'équation 

(94) Ui'^ihj=0, 

rapportée à ce tétraèdre auxiliaire A^B'^CD" (réel ou imagi- 
naire), représenterait la sphère circonscrite au tétraèdre. En 
résumé, cette même équation, rapportée soit à ABGD, soit 
à A'B'G'D',soitàA"B"G"D", représente donc trois surfaces 
homographiques : (G) ,(G') et une sphère. Le tétraèdre auxi- 
liaire A'^B^CD" est celui que nous avons obtenu au § XVI, et 
qui nous a permis d'effectuer sans calcul la résolution du 
problème proposé. 
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On voit ici avec quelle facilité se présentent les déterminants 
déjà considérés. Le premier 
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est le discriminant des deux surfaces. 

On voit pourquoi le signe de ce déterminant détermine si la 
surface est réglée ou non réglée (^). Si ce déterminant est nul, 
la surface est un cône ; elle sera un système de deux plans, si 
tous les mineurs du premier ordre sont nuls. Etc. 

Quant au second déterminant 
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c'est le contrevariant qui, égalé à zéro, donnerait la condition 
de contact du plan de F infini et de la surface. Toutes les fois 
qu'il sera nul, la surface sera un paraboloïde ou un cylindre. 

Enfin, comme la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD a 
pour équation 

on voit qu'on aurait Y équation aux axes principaux de la sur- 
face, ou plutôt l'équation en 5, en multipliant l'équation précé- 
dente par 5, l'ajoutant à celle de la surface (G), ce qui donnera 

et on n'aura plus qu'à écrire la condition de contact de cette 
surface et du plan de l'infini, ce qui se fera en remplaçant 



(1) On sait que la surface du second degré est réglée toutes les fois que le 
discriminant de Téquation est positif, et non réglée dans le cas contraire. 
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dans le déterminant (95) âij par sd^j H- (î^ . On obtient ainsi une 
équation identique, aux notations près, à l'équation (84) du 
§ XVI. 



§ XVIII. 

EXTENSION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS. 

La solution de la question résolue relativement à deux té- 
traèdres s'applique évidemment au cas où ces deux tétraèdres 
sont infiniment aplatis et où leurs quatre sommets sont dans 
un même plan. Cette remarque va nous permettre de résoudre 
la question suivante : 

Étant donnés deux quadrilatères pî«n5 ABGD , A'B'C'D', 
trouver les deux couples de points M , M' tels que les distances 
du point M aux sommets k ,B jC ,D soient égales à celles du 
point M' aux sommets k! , B', C, D'. 

En effet, on peut considérer les quadrilatères comme deux 
tétraèdres infiniment aplatis, et les disposer de manière qu'ils 
soient correspondants sur deux quadriques homofocales. Alors 
ils seront nécessairement dans deux plans principaux différents : 
par exemple, 

ABC Dosera dans le plan x y , 
A'B'C'D' xz. 

Si l'on veut qu'un point M corresponde à M' de telle manière 
que les distances de M aux quatre points A , B , C , D soient 
égales à celles de M ' aux points A ' , B ' , G ' , D ' , le point M ne 
pourra être dans le planirt/ , ABGD, et le point M' dans le 
plan a? 2 ,A'B'G'D', que si M et M' sont correspondants sur 
l'axe Ox. Ainsi, on aura deux points M sur cet axe auxquels 
correspondront deux points M ' . Pour bien se rendre compte de 
ce fait, il faut remarquer que les deux surfaces (G), (G') se 
réduisent ici à une portion de plan recouverte deux fois, à l'in- 
térieur de la focale, pour (G) dans le plan xz, pour (G') dans 

6 
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le plan xy. Â un point M du plan xy correspondra un point M' 
de xz; mais le premier de ces points ne sera dans le plan xz 
et le second dans le plan xy que si M est sur la focale située 
dans xz et sur Ox; et alors M' sera sur la focale située dans xy 
et aussi sur Ox. L'équation aux axes de chaque surface se ré- 
duira au premier degré, et donnera les distances des points 
M ,Mi et M',M'j, qui se correspondent dans les deux plans 
d'après la règle indiquée. 

Supposons de même qu'on se donne dans V espace deux pen- 
tagones ABCDE,A'B'C'D'E',e/ qu'on demande de trouver tous 
les couples (M , M ' ) dé points tels que les distances du point M 
aux points Â , B , G , D , E soient égales à celles du point M ' aux 
points A',B',C',D',E'. Nous avons déjà résolu cette ques- 
tion (§ XIV) et reconnu qu'elle est identique à la suivante : 
Déterminer une transformation de Jacobi par cinq couples de 
points correspondants. 

En suivant la même marche que dans le paragraphe précé- 
dent, et en appelant X ,),,>,, X, , X^ les masses qu'il faut mettre 
aux sommets des deux pentagones pour obtenir des points 
correspondants de la transformation de Jacobi, nous trouvons 
l'équation 

(96) iMj{d(j—d'ij)=0, 

qui ne diffère de l'équation relative aux tétraèdres qu'en ce 
qu'elle contient un paramètre de plus. On aura donc deux 
points correspondants de la transformation de Jacobi , en pla- 
çant aux sommets correspondants des deux pentagones des 
masses égales X< satisfaisant à l'équation de condition précé- 
dente. 

Ce résultat paraît, à un certain point de vue, réellement 
digne d'intérêt. Les deux points correspondants étant désignés 
par les lettres M , M' , il est facile de voir qu'à un point M cor- 
respondent deux points M'. 

En effet, pour que le centre de gravité des masses soît en 
un point donné M dans l'une des figures, les paramètres X.- doi- 
vent satisfaire à trois équations du premier degré. Ces trois 
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équations, jointes à Téquation de condition du second degré (96), 
déterminent en général deux systèmes de valeurs pour les ), , 
auxquels correspondent dans la seconde figure deux points M' . 
On obtient, par cette considération, un résultat extrêmement 
remarquable. Les deux systèmes de valeurs de >, correspon- 
dant à un point M ne seront pas toujours réels. Ils ne le seront 
que si le point M se trouve dans une des deux régions dans 
lesquelles l'espace est divisé par une surface du second degré 
(Fune des deux surfaces que nous avons appelées (G) ou (H), 
et qui correspondent (§IV) au plan principal de l'autre figure). 
On peut donc dire en ce sens que V équation (96) représente une 
portion de l'espace. 

Elle ne sera satisfaite par des valeurs réelles des variables 
que pour les poipts M situés à l'intérieur (ou à l'extérieur) d'une 
quadrique. Ce fait, qu'on peut d'ailleurs généraliser et étendre 
aux espaces limités d'une manière quelconque, nous paraît 
réellement curieux, et nous nous proposons d'y revenir. 

Si dans la relation identique 
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on remplace dj, par 

(98) 



[R* étant une constante que l'analogie apprend à calculer d'après 
les formules du § III], on aura l'équation aux axes principaux 
d'une des coniques qui servent do base à la transformation de 
Jacobi. L'analogie est complète avec les équations semblables 
relatives aux tétraèdres. 

Enfin, supposons qu'on donne deux hexagones A B CD E F, 
A ' B ' G ' D ' E ' F ' , et qu'on demande de déterminer les deux cou- 
ples de points (§ XIV) M , M', tels que les distances de M aux 
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sommets du premier hexagone soient égales à celles de M' aux 
sommets du second ; Tanalogie se maintient avec les problèmes 
analogues déjà résolus. L'équation 

(99) 2><),(rfo— ^*i) = 0, 

contenant maintenant six variables, représente tous les points 
de l'espace situés (Tun même côté par rapport à une surface 
de révolution du second degré, le déterminant analogue à (97) 
contient une ligne de plus, et il donne, quand on y fait la 
substitution (98), une équation du premier degré qui détermine 
la distance des deux points de Tune des figures M , M'. 

Ce dernier problème pourrait encore s'énoncer de la manière 
suivante : 

On a une transformation dans Fespace, dans laquelle à un 
point M de Vune des figures correspondent tous ceux de Vautre 
figure tels que leurs distances A' M, B' M' à deux points fixes 
soient égales à celles de M à deux points fixes Â , B . La transfor- , 
mation étant définie par six couples de points, trouver les points 
A,B,A',B'. 



Honipanx. — Imp. G. (;ni>oi ii.hov, nie Giiiraudc, 11. 




Mémoire sur le déplacement des figures; 
Par m. Charles crisse, 

Ancien Élève de TÉcole Polytechnique. 



( Extrait da Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3^ série, tome XV, 1870. ) 



Tous les géomètres connaissent le beau Mémoire publié en i843 
par M. Chasles sur le déplacement des figures [*], Mémoire qui avait 
été précédé d'une Note insérée en i83i au Bulletin de Férussac [**]. 
Je me propose de démontrer les théorèmes contenus dans cette Note 
et dans ce Mémoire, en commençant par les établir pour un déplace- 
ment fini [***]. 

PROPRIÉTÉS RELATIVES AU MOUVEMENT HÉLICOÏDAL. 

Les mouvements que l'on conçoit le plus facilement sont les mou- 
vements de translation et de rotation. Il est donc naturel de chercher 
si l'on ne pourrait pas amener un corps d'une première position à une 
seconde, à laquelle il est parvenu d'une manière quelconque, à l'aide 
de l'un de ces mouvements. 

1. Quand le déplacement est celui d'une figure plane dans son 
plan, la question revient à amener une droite de la figure de son 
ancienne position AB à sa nouvelle A'B'. Or ou reconnaît immédia- 
tement qu'il est en général impossible d'y parvenir par une translation* 

Si l'on y. parvient par une rotation, c'est que les extrémités de la 

[*] Comptes rendus des séances de rjcadémie des Sciences^ t. XVI : Propriétés géo- 
métriques relatives au mouvement infiniment petit d'un corps solide libre dans l'espace. 

[**] Bulletin de Férussac, t. XIV : Note sur les propriétés générales du système 
de deux corps semblables entre eux, et placés d'une manière quelconque dans l'espace j 
et sur le déplacement fini, ou infiniment petit, d*un corps solide libre. 

[***] Tous les passages guillemetcs sont empruntés à M. Chasles. 

B. I 
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droite auront décrit des arcs de cercle concentriques ayant respecti- 
vement AA' et BB' pour cordes. Le centre inconnu O ne pourra donc 
se trouver qu'à la rencontre des perpendiculaires élevées à ces droites 
en leurs milieux. Or, de l'égalité des triangles OAB, OA'B' on conclut 
Tégalité des angles AOA', BOB' et par suite l'existence de la solution. 

Si les deux perpendiculaires étaient parallèles, AA' et BB' le seraient 
également, et il suffirait d'une translation suivant leur direction pour 
atnener AB en A'B'. Eu employant un langage connu, et en disant 
qu'on fait tourner AB autour du point situé à l'infini dans la direction 
des deux perpendiculaires, on peut énoncer le théorème général 
suivant : 

« Quelle que soit la position respectis>e des deux figures^ il existe 

toujours un point quij étant considéré comme appartenant à la première 

figure y est lui-même son homologue dans la seconde; de sorte qiiil suffit 

de faire tourner la première figure autour de ce point pour la /aire 

coïncider dans toutes ses parties avec la seconde [*]. 

« Nous appellerons indifféremment point central, ou centre de ro- 
tatiouy ce point dans lequel coïncident deux points homologues des 
deux figures, et autour duquel on peut faire tourner une des figures 
pour la faire coïncider avec l'autre. » 

« Quand le déplacement de la figure est infiniment petit, on en con- 
clut que les normales aux trajectoires des différents points dUme figure 
en mouvement passent toutes, à un instant du mouvement, par un 
même point. Et de là résulte une méthode fort simple de déterminer 
les normales et les tangentes des courbes décrites dans le mouvement 
d'une figure de forme invariable [**]. » 

[*] Cet énoncé est emprunté au Mémoire publié en 1860 par M. Chastes dans les 
Comptes rendus. Le théorème avait été donné, dans le Bulletin de Férussac, sons la 
forme suivante : 

« Quand deux polygones égaux sont placés d*une manière quelconque dans un plan^ 
il existe toujours un point du plan qui est également distant de deux sommets homo- 
logues quelconques des tleux polygones; ce point est semblablement piacé par rapport 
aux deux polygones, » 

[**] Cette méthode a été indiquée pour la première fois par M. Chastes à propos de 
la courbe à longue inflexion décrite par un point du parallélogramme articulé de Watt 
[Histoire des Machines à vapeur y par Hachette, p. 85). 
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2. Quand le déplacement est celui d'un corps dans l'espace, la 
question revient à amener un triangle scalène, formé par trois points 
du corps, de son ancienne position ABC à sa nouvelle A'B'C Or on 
reconnaît immédiateuient qu'il est en général impossible d'y parvenir 
par une translation. 

Si Ton y parvenait par une rotation, c'est que les sommets du triangle 
auraient décrit des arcs de cercle ayant respectivement AA', BB' et CC 
pour cordes; ces trois droites seraient donc parallèles à un même plan, 
ce qui n'a pas lieu en général. 

La translation ou la rotation seules ne suffisant pas, il y a lieu d'es- 
sayer la combinaison des deux mouvements qui nous est le plus fami- 
lière, c'est-à-dire le mous^ement héliçdidaL kk\ BB', OJ seraient alors 
les cordes d'arcs d'hélices de même pas décrites autour d\ui axe com- 
mun par les sommets du triangle. Cet axe serait donc tel que AA', 
BB', ce auraient sur lui des projections égales; d'où il résulte qu'en 
menant par un point quelconque de l'espace des droites égales et pa- 
rallèles à AA', BB', ce, leurs extrémités détermineront un plan qui 
sera perpendiculaire à la direction de l'axe cherché. Les droites AA' 
et BB' ayant sur cet axe des projections égales, il en sera de même 
pour les droites AB et A'B'; AB et A'B' auront donc aussi des projec- 
tions égales sur un plan perpendiculaire à l'axe, et les projections abc^ 
a'h' d des deux triangles ABC, A'B'C sur un pareil plan seront super- 
posables. Un déplacement du triangle ABC, parallèlement a l'axe, 
d'une quantité égale à la projection de AA', n'altérant pas la projec- 
tion aie, il suffira de chercher le point central des figures abc et a'b d 
pour avoir un point de l'axe autour duquel s'effectuera la rotation 
qui achève de faire coïncider les deux corps. Il en résulte les théo- 
rèmes suivants : 

« Von peut toujours transporter un corps solide libre dune position 
dans une autre position quelconque déterminée ^ par le mouvement 
continu d'une vis à laquelle ce corps serait fixé invariablement, » 

« Quarut on a dans V espace un corps solide libre, si on lui fait 
éprouver un déplacement fini quelconque, il existera toujours dans ce 
corps une certaine droite indéfinie^ qui, après le déplacement, se re- 
trouvera au même lieu qu^ auparavant, v 

« Quand on a dans Vespace deux corps parfailcment égaux, et 

1 .. 
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placés d'une manière quelconque, Vun par rapport à Vautre^ il existe 
toujours dans l'espace une certaine droite indéfinie^ qui, considérée 
comme appartenant au premier corps^ est elle-même son homologue 
dans le second. » 

« Quand on imprime à un corps solide libre un mouvement quel- 
conque ififiniment petit, il existe toujours dans ce corps une certaine 
droite qui glisse sur elle-même pendant que le corps tourne autour 
de cette droite; de sorte que le mouvement du corps n'est autre que 
celui d'une vis dans son écrou. » 

« Tout mouvement ififiniment petit d'un corps solide, retenu par 
un point Jixe, n'est autre qu'un mouvement de rotation autour d'un 
axe fixe, mené par ce point. » 



'» 



3. Nous avons vu que les normales aux trajectoires des différents 
points d'une figure plane mobile dans son plan passaient toutes à 
chaque instant par un même point. Existe-t-il une propriété analogue 
pour le déplacement d'une figure plane dans l'espace? 

Prenons pour plan horizontal de projection un plan mené par Vaxe 
du déplacement p( ipendiculairement au plan donné; soit [fig. i) 



JC — 




mO la trace horizontale de ce plan. Le plan mené par O perpendicu- 
lairement à l'axe du déplacement sera le plan vertical, et la droite OF 
normale à la ligne de terre la trace verticale du plan donnéj soient 
my m' les projections d'un point quelconque M du plan. La tangente 
à l'hélice décrite par le point M, quand le plan passe d'une position à 



j 
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une autre, est située dans le plan tangent au cylindre qui passe par M; 
elle se projette donc verlicalement suivant la perpendiculaire m'T 
à Om\ et sa trace verticale est en un certain point T qui dépend de la 
grandeur du déplacement. Le plan normal à la tangente en M a pour 
trace verticale une parallèle FN à O/n', qui coupe m'T en un point N 
situé par rapport à m' du côté opposé à T et tel que 



7w'N.7?2'T = mp- ; 

en outre, F est un point de la trace du plan normal sur le plan donné. 
Menons à m'T la parallèle Fqp ; les triangles OF9, O/w'fx sont sem- 
blables et donnent 

Fç ou m'^ = OF^r 

On a d'ailleurs, en désignant par li le pas des hélices décrites et en 
remarquant que m'T est la sous-tangente en M, 



ln\L h 



m'T 111,0 m' 

OU 

,^ i7t,0m' 

m'T = — T — w/JL. 

Ces valeurs de m'N et de m'T portées dans la première équation la 
réduisent à 

0F= 77- '^l^ y 

27r.0p * 

mais, en désignant par d l'angle du plan donné avec Taxe du dépla- 
cement, on voit sur l'épure que 

-^ = taneS, 

myL ^ ' 

ce qui donne finalement 

21: 

D'où l'on conclut les théorèmes suivants : 
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« Un plan étant considéré comme faisant partie du corps, les plans 
normaux aux trajectoires de ses points passeront tous par un même 
point du plan. J'appellerai ce point \efojrer du plan. » 

« Quand plusieurs plans sont parallèles entre eux^ leurs foyers sont 
sur une droite qui est toujours parallèle à un même axe, quelle que soit 
la direction commune des plans. 

» Cette droite jouit de la propriété que les trajectoires de ses points 
sont toutes parallèles entre elles, » puisque, « dans le déplacement du 
corps, la droite n'a qu'un mouvement de translation parallèlement à 
elle-même. » 

La projection verlicale de la tangente à l'hélice décrite par le point F 
est parallèle à la ligne de terre; d'ailleurs, en appliquant la formule 

tanga = — - 

qui donne l'angle a d'une hélice avec les génératrices du cylindre de 
rayon R sur lequel elle est tracée, on trouve 



27r.OF 

tanga = — ^— 
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et, en reoiplaçant OF par sa valeur, 

tanga = cotô. 

Pour tout point du plan qui n'est pas sur OF, la projection verticale 
de la tangente n'est pas parallèle à la ligne de terre. Pour tout point 
de OF qui n'est pas F, la relation 

tanga == co{Q 

n'est pas satisfaite. Par conséquent : 

« Ce qui distingue le foyer d'un plan de tous ses autres points, c'est 
que sa trajectoire est perpendiculaire au plan, ce qui n'a lieu pour 
aucun autre de ses points. » 

Cette propriété, jointe à celle qu'a le plan normal à la trajectoire 
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d'un point d'un plan de passer par le foyer de ce plan, conduit à la 
proposition suivante : 

« Quand plusieurs plans passent par un même points leurs foyers 
sont tous sur un même plan, qui a son foyer en ce point, » 

4. Cherchons maintenant si, parmi les points du plan, il n'y en au- 
rait pas dont les trajectoires soient tangentes au plan lui-même. Les 
traces verticales des tangentes aux hélices décrites par ces points seront 
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sur la trace verticale du plan, de sorte que les triangles OT//*', m'O/x 
{/îg, 2) seront semblables; on aura donc 

On/ m' Il 



Remplaçons Ojjl et r/i'T par leurs valeurs 



ifc,Om' 



O^ = mfjL tatîgô , /7i'T = — '. — /?2fi, 



il viendra 
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quantité constante. Par conséquent : 

« Dans le plaUj il existe une infinité de points dont les trajectoires 
seront comprises dans le plan même; tous ces points sont situés eu 
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ligne droite. J'appellerai cette droite la caractéristique du plan; je 
dirai plus loin la raison de cette dénomination. » 

Un point de la caractéristique d^un plan étant connu, la caracté- 
ristique s'obtient en menant par ce point un plan perpendiculaire au 
plan donné et parallèle à raxe du déplacement. 

Il résulte de là qu'un plan, mené par la tangente à la trajectoire 
d'un point et par la plus courte distance de cette tangente à l'axe du 
déplacement, a cette tangente pour caractéristique. D'ailleurs, la ca- 
ractéristique est tangente à la trajectoire du pied de la perpendiculaire 
abaissée du foyer sur elle, puisque cette perpendiculaire est normale 
à l'hélice décrite. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

« La tangente à la trajectoire d'un point jouit de la propriété d'être 
la caractéristique d'un plan; et réciproquement , la caractéristique 
dun plan est toujours tangente à la trajectoire d'un de ses points, i> 

5. Considérons une droite fixe D et un plan variable P mené par 
cette droite. Le foyer du plan P sera dans le plan normal à la trajec- 
toire d'un des points p (Je la droite, il sera également dans le plan 
normal à la trajectoire d'un autre point p\ et par suite il décrira Tin- 
rersection A de ces deux plans. 

Soient P et F deux plans menés par D, ts et ©' leurs foyers ou 
:)oints de rencontre avec A. P est normal à la trajectoire du point ©, 
P' à lir. trajectoire du point V, et par suite le foyer d'un plan mobile 
autour de A décrit l'intersection D des plans P et P'. Donc*: 

« Quand plusieurs plans passent par une même droite D^ leurs 
foyers sont sur une deuxième droite A ; réciproquement j si plusieurs 
plans passent par cette droite A, leurs foyers seront sur la première 
droite D. De sorte que ces deux droites jouissent de propriétés réci- 
proques. 

» Gela signifie, en d'autres termes, que j/ l'on considère une droite 
x lcon que D comme faisant partie du corps j les plans normaux aux 
trajectoires des points de cette droite passeront tous par une même 
droite A ; et réciproquement, les plans normaux aux trajectoires des 
points de cette droite A , considérée comme faisant partie du corps , 
passeront tous par la droite D, 
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» Ces deux .droites D, A, que j'appellerai droites conjuguées^ don- 
nent lieu à un grand nombre de propriétés du mouyement infiniment 
petit du corps, qui trouveront leur place plus loin. » 

Quand la droite D est la caractéristique d'un plan, les plans normaux 
aux trajectoires de ses points sont normaux au plan, et, comme ils 
passent par son foyer F, on en conclut que : 

« La tangente à la trajectoire d'un point a pour conjuguée la ca- 
ractéristique du plan dont ce point est lejoyer; ou y en d^ autres termes y 
sijpar lefojer d'un plan, on mène la normale au plan, la droite con- 
juguée à cette normale sera la caractéristique du plan. » 

6. Soient P et P' deux positions quelconques d'une figure plane, 
a'i' l'intersection de leurs plans, ab l'homologue dans le plan P de 
a'b' considérée comme appartenant à P'. Une rotation du plan P au- 
tour du point central des segments ab et a'b\ suivie d'une nouvelle 
rotation de ce plan autour de a'b\ amène les figures P et P' à coïn- 
cider. Dans le premier mouvement, les points de ab ne sortent pas du 
plan P, et le point central est immobile; dans le second inouvemenr, 
les points de a^b' sont immobiles, et le point central quitte normale- 
ment P. (( Il suit de là que : 

» Le mouvement du plan se réduit à une rotation autour de la ca- 
ractéristique, pendant que cette droite tourne dans la position primitive 
du plan, autour de son foyer considéré comme un point fixe. » 

£n supposant les positions P et P' infiniment voisines, « on peut 
donc dire, en général, que : 

» Tout déplacement infiniment petit d'une figure plane dans V espace 
se réduit à une rotation du plan de la figure autour d'une droite de ce 
plan, pendant que cette droite tourne elle-même autour d'un point fixe 
sans sortir de la position primitive du plan, 

» Cette droite est donc l'intersection des deux positions infiniment 
voisines du plan. C'est pourquoi je l'ai appelée la caractéristique du 
planj suivant l'expression employée par Monge dans la théorie des 
surfaces développables. » 

Considérons deux droites conjuguées D, A. Les plans normaux aux 
trajectoires des points de A passant par D, « par une rotation du corps 
B. 2 
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autour de la droite D, on placera la droite A dans la position même 
qu'elle doit occuper après le mouvement infiniment petit du corps. 
De sorte que, pour placer le corps dans la position même qu'il occu- 
pera après ce mouvement, il suffit de lui faire éprouver une seconde 
rotation autour de la droite A. Ainsi : 

» Les deux droites conjuguées D c^ A sont deux axes de rotations \ 
simultanées qiCon peut imprimer au corps pour effectuer son déplace'- 
ment. 

• Je dirai plus loin quelle est la valeur de chaque rotatioui et quelles 
sont les relations générales, soit entre les grandeurs des deux rotations, 
soit entre les directions de leurs axes D et A. » 



PROPRIÉTÉS RELA.TIVES A DEUX DROITES CONJUGUÉES D, A. 

7. Il peut arriver que le plan normal à la trajectoire d'un point p 
de la droite D passe par cette droite; ce plan, qui contient A, a pour 
foyer p. Le plan normal à la trajectoire d'un autre point p^ de D pas- 
sant par y9% par p et par A, D et A coïncident; donc : 

« Si la droite D est normale à la trajectoire d'un de ses points, tous 
ses autres points auront leurs trajectoires normales à cette droite. De 
sorte que la droite D sera elle-même sa conjuguée A » , e^ que tout plan 
passant par D aura son foyer sur cette droite. 

(( Il suit de là que : 

» Quand une droite de longueur constante se meut dans l 'espace, 
de manière à être toujours normale à la courbe décrite par l'une de ses 
extrémités j elle sera normale aussi à la courbe décrite par son autre 
extrémité. Et si, sur une surface engendrée par une ligne droite^ on 
trace deux courbes qui coupent à angle droit toutes les génératrices, 
les segments compris sur ces droites entre les deux courbes seront tous 
égaux entre eux. » 

8. Considérons deux droites conjuguées quelconques D, A, el une 
droite L qui les rencontre. Le point où A perce le plan mené par L et 
par D est le foyer de ce plan, et il est situé sur L; donc : 
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Il Toute droite qui s'appuie sur ces deux dioites jouit de la propriété 
d'être normale aux trajectoires de tous ses points. » 

Soient D, A, D', A' deux couples de droites conjuguées. Toute 
droite L qui s'appuie sur D, A et D' est normale aux trajectoires de 
tous ses points. Menons le plan normal à la trajectoire du point 
commun à L et à D', il passera par A'; d'ailleurs, il contiendra L. 
Donc : 

u Deux droites conjuguées D, A 6^ deux autres droites conjuguées 
quelconques D', A' sont toujours quatre génératrices d'un même mode 
de génération d'un hjperbolo'ide à une nappe, c'est-à-dire que toute 
droite qui s'appuiera sur trois de ces lignes rencontrera nécessairement 
la quatrième. » 

9. Menons par D un plan parallèle à A, par A un plan parallèle 
ai); les foyers de ces plans seront sur une parallèle à Taxe du dépla- 
cement, puisqu'ils sont parallèles entre eux. Or le foyer du plan mené 
par D est à la rencontre de ce plan avec A, et, comme A ne rencontre 
pas le plan, il en est de même d'une parallèle à l'axe du déplacement, 
et par suite de l'axe du déplacement lui-même. La plus courte dis- 
tance des deux droites étant normale aux plans est donc normale à 
l'axe du déplacement, et l'on peut mener à cet axe par la plus courte 
distance un plan perpendiculaire. Ce plan a, d'une part, son foyer sur 
la plus courte distance, puisqu'elle est à elle-même sa conjuguée, et, 
d'autre part, sur Taxe du déplacement, puisqu'il lui est normal. Par 
conséquent : 

« La droite par laquelle se mesure la plus courte distance de deux 
droites conjuguées D, A rencontre l'axe de rotation et lui est perpen- 
diculaire. » 

Les trois droites D, A et l'axe du déplacement étant parallèles à un 
même plan, une droite mobile qui s'appuie sur elles engendre un 
paraboloïde hyperbolique. Cette droite mobile est normale aux tra- 
jectoires de tous ses points, et, comme son point de rencontre avec 
l'axe a l'axe pour trajectoire, elle est normale à l'axe. Par conséquent : 

« Tout plan perpendiculaire à cet axe rencontre les deux droites D, A 
et l'axe lui-même, en trois points qui sont en ligne droite; ou, en d'au-' 

2., 
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très termes j par deux droites conjuguées D, A, et par l 'axe de rotation^ 
on peut faire passer un paraboloîde hyperbolique dont les génératrices 
seront perpendiculaires à cet axe. » 

10. Soit p le point de rencontre de deux droites D et D\ A et Sf 
leurs conjuguées., Le plan normal à la trajectoire du point py qui a 
son foyer en ce point, passe par A et par A'; donc : 

« Quand deux droites D, D' se rencontrent, leurs conjuguées A, A' je 
rencontrent aussi. » 

Il en résulte immédiatement que : 

Si une droite variable D engendre une surface réglée du second 
ordre, il en est de même de sa conjuguée A. 

On prouverait de la même manière que : 

« Quand plusieurs droites D, D', . . . passent par un même point, 
leurs conjuguées A, A^... sont dans un même plan qui est normal à la 
trajectoire de ce point; réciproquement, quand plusieurs droites sont 
dans un même plan, leurs conjuguées passent toutes par un même point 
qui est le foyer de ce plan, » 

Si les droites D, D', . . . sont parallèles entre elles, on pourra mener 
par ces droites une série quelconque de plans parallèles entre eux, 
dont les foyers appartiendront respectivement à leurs conjuguées A, 
A', Or ces foyers sont situés sur une parallèle à l'axe du déplace- 
ment; donc : 

« Quand plusieurs droites sont parallèles entre elles, leurs con-- 
juguées sont dans un plan parallèle à Vaxe de rotation. » 

11. « Quand une droite est située dans un plan perpendiculaire à 
Vaxe de rotation, sa conjuguée passe par le point où le plan rencontre 
cet axe. » Ce point est, en effet, le foyer du plan. 

« Réciproquement, si une droite rencontre Vaxe de rotation en un 
point, sa conjuguée est située dans le plan mené par ce point perpen- 
diculairement à cet axe. » Ce plan est, en effet, normal à la trajectoire 
du point. 

12. Soit A un point d'une droite D dont la trajectoire est dirigée 
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suivant cette droite, le plan mené par A normalement à D contiendra 
sa conjuguée A. Le plan mené par D normalement à A aura son foyer 
sur A; donc : 

« Quand une droite est tangente à la trajectoire d'un de ses points^ 
sa conjuguée est aussi tangente à la trajectoire d^un de ses points. Ces 
deux droites sont à angle droite et la droite qui mesure leur plus courte 
distance est celle qui joint les deux points aux trajectoires desquels 
elles sont tangentes. » 

En rapprochant la démonstration qui précède de la propriété qu'a 
la tangente à la trajectoire d'un de ses points d'avoir pour conjuguée 
la caractéristique du plan dont ce point est le foyer, on obtient cet 
autre énoncé : 

« Quand une droite est la caractéristique d'un plan, sa conjuguée 

est aussi la caractéristique d*un autre plan : ces deux plans sont à 

angle droit; le foyer du premier est sur la deuxième droite , et le foyer 

du second est sur la première droite, La droite qui joint ces deux 

foyers est celle qui mesure la plus courte distance des deux droites. » 

15. Par une droite D et par sa conjuguée A menons à un plan 
donné P deux plans perpendiculaires. L'intersection de ces plans est 
normale aux trajectoires de ses points, puisqu'elle s'appuie sur deux 
droites conjuguées; or elle est normale au plan P au point de concours 
des projections de D et de A; donc : 

« Deux droites conjuguées quelconques étant projetées orthogonale-- 
ment sur un plan quelconque^ leurs projections se coupent en un point 
situé sur la caractéristique de ce plan, » 

Si t/ et (^ sont les points où D et A percent le plan P, ce plan a son 
foyer sur la droite d^ normale aux trajectoires de ses points, c'est- 
à-dire que : 

« Deux droites conjuguées rencontrent un plan quelconque en deux 
points qui sont toujours en ligne droite avec le foyer du plan. » 
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PROPRIÉTÉS RELATIVES AUX TRAJECTOIRES DES POINTS ET AUX 
CARACTÉRISTIQUES DES PLANS d'uN CORPS EN MOUVEMENT. 

14. Soient D et A deux droites conjuguées, D' la tangente à la tra- 
jectoire d'un point é/ de D et A' sa conjuguée. La plus courte distance 
de D' et de A' s'appuie en d sur D et sur l'axe du déplacement auquel 
elle est normale; elle rencontre donc en ^ la conjuguée A de D et en- 
gendre, quand d varie, un paraboloîde hyperbolique. Le plan tangent 
en d à ce paraboloîde ayant son foyer en d^ une parallèle à D' menée 
par & engendre le paraboloîde des normales le long de A ; il en résulte 
que D' engendre aussi un paraboloîde ayant avec le paraboloîde des 
normales une génératrice commune à l'infini et mêmes plans tangents 
le long de cette génératrice. Le plan de U et de d$j qui a pour carac- 
téristique D' et pour foyer le point de rencontre F de A' et de d&j est 
tangent à ces deux paraboloîdes et enveloppe, par conséquent, une 
surface développable du quatrième ordre [*], D' engendrant un para- 
boloîde qui admet D pour génératrice, A' engendre un hyperboloîde 
qui contient A conjuguée de D, et F décrit l'intersection de cet hyper- 
boloîde avec le paraboloîde de d^^ c'est-à-dire une cubique gauche, 
puisque les deux surfaces ont en commun la génératrice A. D'où les 
théorèmes suivants : 

« Les tangentes aux trajectoires des différents points d'une droite 
forment un paraboloîde hyperbolique. 

» Chacune de ces tangentes est la caractéristique d'un plan; tous 
ces plans enveloppent une suif ace développable du quatrième degré^ et 
ils ont leurs foyers sur une courbe à double courbure du troisième 
ordre. » 

Si l'on observe que le plan de A et de d$ a pour foyer d et pour 
caractéristique la conjuguée de D' normale au plan en son foyer, c est- 
à-dire A', que A' est tangente à la trajectoire du point F, et que ce 
point est le foyer du plan de D' et de d&^ on pourra mettre les résul- 
tats précédents sous cette forme nouvelle : 



[*] Mémoire sur les surfaces du deuxième degré engendrées par une ligne droite y 
par M. Chasles; n*' 69. 
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K Quand plusieurs plans passent par une même droite ^ leurs carac- 
téristiques forment un hyperholoide à une nappe. 

» Chacune de ces droites est tangente à la trajectoire d'un de ses 
points; tous ces points sont situés sur une courbe à double courbure 
du troisième ordre, et les plans normaux à leurs trajectoires envelop^ 
j pent une surface développable du quatrième degré. » 

^ Ua quelconque de ces plans, ayant en commun avec la surface une 

génératrice de contact, c'est-à-dire une conique infiniment aplatie, 
coupe la surface suivant une autre conique. Un plan quelconque mené 
par un point de la courbe à double courbure, n'ayant avec cette courbe 
que deux autres points communs, ne coupe le cône qui a la courbe 
pour base et le premier point pour sommet que suivant deux généra- 
trices. Par conséquent : 

« Tout plan tangent à la surface développable la coupe suii^ant 
une conique; et tout cône qui passe par la courbe à double courbure ^ 
et qui a son sommet en un de ses points , est du second degré. » 

15. Si la droite D est elle-même tangente à la trajectoire d'un de 
ses points, elle est la caractéristique d'un plan, et les tangentes aux 
trajectoires de ses autres points sont comprises dans ce plan. Soit y 
un point quelconque de D et 9 le foyer du plan; la tangente à la tra- 
jectoire du point y est normale à (ff de sorte que le lieu des projec- 
tions de 9 sur les diverses tangentes est une droite, ce qui caractérise 
une parabole. Par conséquent : 

« Quand une droite est tangente à la trajectoire d*un de ses points ^ 
les tangentes aux trajectoires de ses autres points sont toutes comprises 
dans un même plan^ et enveloppent une parabole qui a pour fojer le 
point que nous aidons appelé le fojer du plan. » 

Les droites telles que D' étant dans un même plan, leurs conjuguées 
A' passent par le foyer 9 du plan et engendrent un cône au lieu d'un 
hyperboloïde. Par conséquent : 

« Quand une droite est tangente à la trajectoire d'un de ses points^ 
les plans menés par cette droite ont leurs caractéristiques sur un cône 
du second degré. » 

La tangente à la trajectoire de tout point qui se dirige vers le som- 
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met 9 de ce cône est la caractéristique d'Un plan. Tous ces plans con- 
tenant la tangente à la trajectoire de (f passent par une même droite, 
et leurs caractéristiques sont sur un cône qui ne diffère pas du précé- 
dent. Ijes points F, aux trajectoires desquels les génératrices du cône 
sont tangentes et qui sont distribués sur une courbe du troisième 
ordre, jouissent donc exclusivement de la propriété de se diriger au 
même instant vers le point 9 de l'espace. Par conséquent : 

« Les points dont les trajectoires se dirigent vers un même point fixe 
de Vespace sont tous sur une courbe à double courbure du troisième 
ordre, les tangentes aux trajectoires de ces points formant un cône du 
second degré et les plans normaux à ces trajectoires enveloppent une 
déifeloppable du quatrième degré, » 

16. Soit F un point de la courbe à double courbure, (f le sommet 
du cône et P le plan tangent à la développable normal en F à F9 ; ce 
plan coupe la développable suivant une conique. Menons, eu un des 
points y de la conique, un plan tangent à la développable, il coupera 
le plan P suivant une droite D tangente enfk la conique, passera par 
un point F^ de la cubique et sera normal en ce point à la génératrice 
V'(p. Le plan FF' cp coupe normalement D en un point i dont la trajec- 
toire, à angle droit sur Fi et sur F'/, est précisément dirigée suivant D. 
Le point i appartient donc à la caractéristique du plan, et l'on en con- 
clut, conformément au n®15, que ; 

ff Chacun des plans coupe la développable suivant une parabole qui 
a sonfojersur la courbe à double courbure. » 

Les caractéristiques des plans P, P',... étant les conjuguées des gé- 
nératrices F^, F'y,... qui passent par le point fixe y, il en résulte 
que ; 

« Les caractéristiques de ces plans sont toutes comprises dans un 
même plan, qui est celui qui a pour foyer le point fixe. » 

La droite FF' qui joint les foyers des plans P et P' menés par D est 
la conjuguée de cette droite; elle est d'ailleurs la caractéristique du 
plan FF'9, puisqu'elle a les trajectoires de deux de ses points dirigées 
dans ce plan. Par conséquent : 

a Toute droite qui s'appuie en deux points sur la courbe à double 
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courbure est tangente à la trajectoire d'un de ses points^ et la droite 
d'intersection de deux plans tangents à la déi^eloppable est aussi tan-- 
gente à la trajectoire d'un de ses points. » 

Si l'on observe que les tangentes aux trajectoires des points de la 
caractéristique d'un plan sont les seules droites de ce plan pouvant 
jouer le rôle de caractéristiques, qu'une droite tangente à la trajec- 
toire d'un de ses points n'est la caractéristique que d'un seul plan et 
n'a qu'une conjuguée normale au plan en son foyer, on pourra énon- 
cer la réciproque suivante : 

« Les plans qui ont leurs caractéristiques situées dans un même 
plan fixe enveloppent une développahle du quatrième degré, leurs 
jojers sont situés sur une courbe à double courbure du troisième ordre 
et les normales à ces plans, menées par leurs fojers, forment un cône 
du second degré. Les plans dont ces normales sont les caractéristiques 
passent tous par une même droite, qui est tangente à la trajectoire du 
fojer du plan fixe. )> 

17. Le plan FF'(p, pivotant autour du point y, coupe la courbe du 
troisième ordre en deux points F et F' qui déterminent sa caractéris- 
tique FF', et le point à la trajectoire duquel cette caractéristique est 
tangente décrit une surface dont le degré égale le nombre de ses points 
de rencontre avec la droite FF'. Tous les points de cette droite ayant 
leurs trajectoires dirigées dans le plan FF'y, et les droites 9F, FF', F'y 
étant, dans ce plan, les seules qui s'appuient en deux points sur la 
cubique, la droite FF' ne coupe la surface qu'en trois points. Par con- 
séquent : 

« Quand des plans passent par un même points leurs caractéris- 
tiques s'appuient toutes sur une même courbe à double courbure du 
troisième ordre et les points où ces droites sont tangentes à leurs trajec- 
toires sont situés sur une surface du troisième degré, » 

18. Menons les tangentes aux trajectoires de tous les points d'un 
plan P, les plans qui auront ces tangentes pour caractéristiques seront 
tangents à une surface. Mais les points aux trajectoires desquels les 
caractéristiques des plans menés par une même droite L sont tangentes 

B. 3 
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appartiennent, comme on Ta vu au n^ 14, à une cubique gauche; le 
plan P n'étant coupé qu'en trois points par cette cubique, la surface 
n'admet que trois plans tangents issus de L. Par conséquent : 

« Si Von mène les tangentes aux trajectoires de tous les points d'un 
plan y ces droites seivnt les caractéristiques d'autant de plans j et tous 
ces plans envelopperont une surface courbe jouissant de la propriété que 
par une même droite quelconque on ne peut lui mener que trois plans 
tangents. » 



SUR tE MOUVEMEITT d'uW» hURFÀCE COUHBE. 

19. A cbaquç point/ d'une surface courbe mobile S corresjwad un 
plan normal à la trajectoire de y, qui touche en ç une deuxième sur- 
face 2. Prenons sur S trois pointa infiniment voisins de/^ 1^ point de 
rencontre des plans normaux aux trajectoires de ces trois points sera 
le foyer du plan tangent à S en y et appartiendra à 2. Il sera d'ailleurs 
le point de contact du plan normal à la trajectoire de/ avec 2, c'est- 
à-dire qu'il ne différera pas de (f. Le foyer du plan tangent à S en/^ 
étant en 9 sur 2, ce plan est normal à la trajectoire du point (p entraîné 
dans le mouvement de S, a de sorte que les deux surfaces jouissent de 
propriétés réciproques l'une par rapport à l'autre. » Ainsi : 

« Quand une surface courbe éprouve un mouvement infiniment pe- 
titj les plans normaux aux trajectoires de ses points enveloppent une 
deuxième surface courbe qui jouit de cette propriété ^ que, si elle était 
primitivement tracée et qu^elle participât au mouvement de la première 
surface, les plans nonnaux aux trajectoires de ses points enveloppe- 
txiient celte première surface, n 

« On peut encore dire que la deuxième surface est le lieu des 
fojers des plans tangents à ta première, et que celle-ci est te Heu des 
foyers des plans tangents à la deuxième, » 

Si la surface S est géométrique et du m^^^ degré, une droite quel- 
conque la rencontrera en m points réels ou imaginaires, et à chacun 
de ces points correspondra un plan tangent à la surface 2 qui passera 
par la conjuguée de la droite. La surface 2 est donc telle qu'on peut 
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lui mener par une droite quelconque m plans tangents réels ou ima- 
ginaires, c'est-à-dire qu'elle est géométrique et de la m'^*"* classe. D'où 
les théorèmes suivants : 

« Si la première surface est géométrique^ la deuxième le sera aussi, 
mais y en général^ d'un degré différent. 

» Le nombre des plans tangents, réels ou imaginaires, qu'on pourra 
mener à chaque surface par une même ligne droite, sera égal au nombre 
de points, réels ou imaginaires, dans lesquels Vautre surface sera ren-- 
contrée par une même ligne droite. 

» Il suit de là que, si la première surface est du second degré, la 
deuxième sera aussi du second degré. Ainsi : 

» Quand une surface du second degré éprouve un mous>ement infi-- 
niment petit, les plans normaux aux trajectoires de ses points enve- 
loppent une deuxième surface du second degré; et si celle-ci était 
tracée primitivement et participait au mouvement de la première, les 
plans normaux aux trajectoires de ses points envelopperaient cette 
première surface. » 

Si la surface se réduit à une conique, le& plans ndrmauit aux tra- 
jectoires de ses points passent par le foyer du plan qui les contient* 
Donc : 

« Quand une section conique éptôui^ë un mouvement infiniment petit 
dans V espace, tes plans normaux aux trajectoires de ses points enve- 
loppent un cône du second degré qui a son sommet en un point du plan 
de cette courbe. » 

Si la surface se réduit à un cône, les plans normaux aux trajectoires 
dés points d'une même génératrice passent par sa conjuguée. Or les 
conjuguées des diverses génératrices sont toutes dans lé plan normal 
à la trajectoire du sommet du cône. Donc : 

<( Réciproquement, quand un cône du second degré éprouve un dé- 
placement infiniment petit, les plans normaux aux trajectoires de ses 
points sont tous tangents à une conique dont le plan passe par le som- 
met du cône, » 
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RELATIOUTwS MÉTRIQUES RELATIVES AU MOUVEMENT INFINIMENT PETIT 



d'un corps. 



20. Soient F et $ les pieds de la plus courte distance de deux droites 
conjuguées D^ A, et O le point où cette plus courte distance rencontre 
à angle droit Taxe du déplacement X. F étant le foyer du plan déter- 
miné par A et par O^ et OF étant dans ce plan la normale à A issue 
du pied de Taxe X, l'angle (A, X) est celui qu'on a désigné par dans 
Idjig. I. De telle sorte que la relation établie au n® 3 devient, en y 
remplaçant OF par r, 

, cot(A, X) 

r = /î y 

2n 

ou 

rtang(A,X)=^. 

En substituant au rapport — celui d'une ordonnée quelconque e 

décrite dans le mouvement héliçoidal à l'abscisse curviligne v corres- 
pondante, on a cette proposition : 

(( Soient v la rotation du corps autour de Vaxe Xj et e la transla^ 
tion de cet axe dans sa propre direction, c'est-à-dire l'espace décrit 
par chacun de ses points. Soient r la plus courte distance d'une droite D 
à Vaxe X, et p la plus courte distance de la droite conjuguée A au 
même axe; ces deux lignes r et p se mesurent sur une même droite, 
comme il a été dit précédemment. Désignons par (D, X) et (A, X) les 
angles que les deux droites conjuguées font ai^ec Vaxe X ; on aura, 
entre ces angles et les distances des deux droites à cet axe, les rela- 
tions 

rtang(A,X) = ptang(D,X)=^ 



e 



» Les deux droites D, A sont deux axes conjugués de rotation, 
c'est-à-dire deux axes autour desquels on peut donner au corps deux 
rotations simultanées pour opérer son déplacement. Nous pouvons 
donc dire (\\\un premier axe de rotation étant pris à volonté, Vincli- 
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naison cfu deuxième axe sur Vaxe central X ne dépendra que de la 
distance du premier axe à cet axe central. » 

Si la droite D est tangente à la trajectoire d'un de ses points, sa con- 
juguée A sera à angle droit sur elle, et comme D, A et X sont paral- 
lèles à un même plan, les angles (D, X) et (A, X) seront complémen- 
jtaires. Par conséquent : 

' « Si la droite D est dirigée suivant la trajectoire d'un de ses points, 
la droite A sera dans le plan normal à cette trajectoire, et Von aura 

tangD tangA == i; 
d'où^ » en remplaçant tangD et tangA par leurs valeurs — et — i 

« rp = - = constante. » 

21 • Soient F et $ les pieds de la plus courte distance de deux droites 
conjuguées D, A. Si Ton amène A et par suite $ dans leurs nouvelles 
positions au moyen d'une rotation Q autour de D, F$ se déplacera 
normalement à D et décrira un arc de cercle inBniment petit $0' 
ayant pour valeur 

(r4-p)i2. 

i 

Si Ton donne à $ un mouvement hélicoïdal, l'arc d'hélice infiniment 
petit $0' sera Thypoténuse d*un triangle rectangle ayant pour côtés e 
et vpf et aura pour valeur 



2 ^2 



y/e^ -+- if^^ p 

On déduit de là 

(i) {r-hpya^^e^'^'V^p^ 

et, par un raisonnement identique appliqué à A, 

(2) (r-l-p)^a)^ = e^-hP^r% 

en désignant par w la rotation autour de cetle droite. 



Des relations 

r tang(A, X) = /> tang(D, X) = J 
on déduit 



e* -+- t'* r* = 



SI II 



. . ■ ■ . , p^ -4- V*^ fl ^ - — : ■ > 

='(A,X) ^ ^♦^ f sin^(D, Xj 



2 
7 



. 2, [pr sin(D, X) -f- tf co»(D, X)] 

1^-+-P J — pîsin^(D, X) 

et y en remplaçant dans les équations (i) et (2), 

a sin(^, X) 

o> sin(D, X) 

_. _ 6'^ p' a _ f>^(<f^ + t'V)sin^(D, X) 

" "~ îc7^n(D, X)+^cos(D,X")f' ^ ^ [pr sin ( D, X) -f- e cos ( D, X )]' ^ '' 

de sorte que les valeurs de ii et de w sont exprimées « en fonction de 
la position de la première droite. » 

Les équations (i) et (2) donnent encore, en y remplaçant les se- 
conds membres par leurs valeurs écrites plus haut, 

(r -\- p)ù= . f^ ^ -.^ ('*-*-?) ♦'■«> = • /^ vN ^ 
^ ^^ sid(D,X) ^ ^^ sin(A, X) 

d'où Ton tire 

^ '^ sm(D, X)sin(A, X) 

et comme 

cos (D, A) = cos (D, X) cos (A, X) — sin (D, X) sin (A, X), 
il en résulte 



2<?* 



^ ^^ V ' / tang(D, X) tang(A, X) 

Remplaçons tang (D, X) et tang (A, X) par leurs valeurs, cette équa- 
tion deviendra 

2 (r-t- p)*ûoi)Cos(D, A) = af^^rp — ^e^, 



(a3) 
et, en l'ajoutant merabre à membre avec les équations (i) et (2)^ 

(/• -h pY [il^ ■+- «'^ 4- 2iîco cos (D, A)] =^ p^ (r + p)\ 
ou, en divisant par (r 4- py^ 

<i iî* -h w^ -+- 2Ûwcos(D, A) = P-. » 

Revenons enfin à la relation 

^ r/ "^ sin(D,X)Mn(A, X) 
et multiplions-la membre à membre avec celle-ci 

sin(D, A) = sin(D,X)cos(A,X) H- cos(D,X) sin(A, X), 

nous aurons 

{r-+- pyatù sin.D, A) = e' \^^ — ^V^ 4- ; — tW^I 

^ ^^ V ^ y Ltang(A, X) tang(D, X)J 

Remplaçons lang(A, X) et tang(D, X) par leurs valeurs, cette équa- 
tion deviendra 

{r-h p)^ûa)sin(D, A) =5 e^ f*-^ 4- j] = ep(r-f- p), 

ou, en divisant par r-h p, 

« (r-l- /5)(Î0i)sin(D, A) == w. » 
a La première équation 

a __ sinfA, X) 
&> sin(D,X) 

prouve que, si par un point on mène deux droites parallèles aux deux- 
axes conjugués T>, H, et proportionnelles aux rotations du corps autour 
de ces deux axeSj la diagonale du parallélogramme construit sur ces 
deux droites sera parallèle à l'axe central de rotation X », puisque 
D, A et X sont parallèles à un même plan. 
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« IjSl deuxième équation 

ti* 4- w« -f- 2ÛW cos(D, A) = i^"" 

•^prouve que celte diagonale sera proportionnelle à la rotation du corps 
autour de cet axe X. 

M EnBn la troisième équation 

(r4- p)iîo«>sin(D, A) = ev 

prouve que, si sur les deux droites D, A on porte deux segments pro- 
portionnels aux rotations du corps autour de ces droites j le tétraèdre 
construit sur ces deux segments pris pour arêtes opposées aura un 
volume constant. » 

Soient en e£fet AB et CD deux arêtes opposées d'un tétraèdre ABCD. 
La longueur CD se déplaçant sur la droite CD, la base BCD et la hau- 
teur du tétraèdre restent invariables ; d'où il résulte que son volume 
dépend des longueurs portées sur les arêtes opposées, et est indépen- 
dant de la région qu'elles y occupent. Prenons alors pour BC la plus 
courte distance de ces arêtes; AB et CD étant respectivement égaux 
à a> et à û, nous aurons 

surf.BCD = |(r-i-p)w. 

L'angle ABC étant droit, le pied de la perpendiculaire abaissée du 
sommet A du tétraèdre sur le plan de la base sera sur une parallèle à 
CD menée par B, et cette perpendiculaire aura pour valeur 

iîsin(D, A), 

ce qui conduit bien, pour le volume du tétraèdre, à l'expression écrite 
plus haut. 

22. La trajectoire d'un point du corps est l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle dont les côtés sont l'un parallèle et l'autre. perpendiculaire à 
Taxe X du déplacement. La projection, sur une droite D, de la tra- 
jectoire d'un de ses points peut donc s'obtenir en faisant la sommç 
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algébrique des projections de ces côtés. Le premier e^ commiio en gran* 
deur et en direction à tons les points de la droite, a pour projection 

ecos(D, X). 

Le second, variable avec la position du point, a aussi sur la droite 
une projection constante. 

Prenons en effet pour plan horizontal de projection le plan normal 
à X mené par la plus courte distance de cette droite à D. L'axe X 
i^g» 3) se projettera en O, la droite D Suivant P/w, Tun quelconque M 
de ses points en m, et la plus courte distance r de X à D sera la per- 
pendiculaire OP abaissée de O sur P/w. L'arc de cercle décrit par le 



FiG. 3. 



m' 

A 


m, 


^ \ 


P 


r 



point M^ dans la rotation du corps autour de X, se projettera horizon- 
talement en vraie grandeur suivant une perpendiculaire mm' à Om, et 
aura pour valeur ^.Om. Toutes les droites telles que P/i, menées par 
le point P, égales et parallèles aux déplacements mm'^ auront leurs 
extrémités 7i sur une perpendiculaire nk à Pm; car des égalités 



Vn = v.Om = p 9 

cosu 



on déduit 

P/l =- Pn, cosu =: i^r=: const. 

On projettera donc à la fois sur D toutes les droites telles que P/i en 
menant par nk un plan perpendiculaire à D. Par conséquent : . 

« Si l'on projette sur une droite D les trajectoires de ses différents 
points j les projections seront égales entre elles. » 

B. 4 
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Pour avoir leur valeur comaïune p, nous proiettei:oii8 sur D la tra- j 
jectoire du point P, ce qui donnera 



' V. « 



■• » 



/?== ecos(D, X)4-f^8in(D, X), • ^...c.vc. 

> 

et, en remplaçant le second membre par sa valeur eh ïi trouvée plus 
haut, 

ev 

d'où 

« Cl,p =■ ve. » ' . ' 

Ainsi, « la longueur commune de^ ces projections est en raison inverse 
de la rotation du corps autour de cette droite. » 

c( La projection p exprime la quantité dont chaque point de la 
droite D s*est déplacé dans le sens de la direction de cette droite; de 
sorte qu'on peut dire que c'est le mouvement de la droite estimé dans 
sa propre direction. L'équation exprime donc que la rotation du corps 
autour d^une droite quelconque est en raison inverse du mouvement de 
cette droite estimé dans sa propre direction. 

N Cela établit une relation assez remarquable entre la rotation et la 
translation, ces deux mouvements dont se compose tout déplacement 
d*un corps. » 

Si p est la projection de la trajectoire MM' d'un point M sur une 
droite passant par ce point et si N est le point de rencontre de celte 
droite avec le plan perpendiculaire à MM' en M', on aura, dans le 
triangle rectangle MM'N, 



MM' =/?.MN, 



ou, en remplaçant p par sa valeur, 



* ev 



MM' = ^ MN, 
a 



d'où Ton tire 



MN = il, 

et» 



JLe premier *^facfeur, dans le second membre, étant' îhdép^dsant de 
la droite issue du point M, on en conclut que : . . . , 

« Sij sur differenies droites passant par un même points on porte ^ à 
partir de ce point, des segments proportionnels aux rotations du corps 
-autpuf^^f^fisdriç^^, hs exjr^mitjés de ces segments seront sur un plan 
perpendiculaire à la trajectoire du point, 

» Il en résulte que la rotation minimum aura lieu autour de la 
trajectoire même du point. » En remplaçant alors, dans la formule 
précédente, MN par MM', elle devient 

Û . MM/ = w, 

et exprime que « cette rotation, multipliée par la trajectoire du point, 
forme un produit constant, quel que soit le point. 

» Supposons, par exemple, qu'un point ait une étendue infiniment 
petite, que ce soit un petit globule; il aura une rotation autour de sa 
trajectoire, en même temps qu'il décrira cet élément rectiligne; il aura 
donc deux mouvements, l'un de rotation et l'autre de translation; le 
produit de ces deux mouvements est constant pour tous les points du 
corps. » 

Soient D, D', ... des droites d'un plan, A, A',.«« leurs conjuguées 
qui passent par le foyer F de ce plan. Une rotation du corps autour 
de D amènera A et par suite F dans sa nouvelle position F, et de même 
pour les autres droites. Or le foyer, dans tous ces mouvements, décrit 
la même trajectoire FF'; donc, en appelant J, d', ... les distances du 
foyer aux droites D, D', ... et û, iî',... les rotations autour de ces 
droites, 

ce qui peut s'énoncer ainsi : 

« Quand plusieurs droites sont situées dans un même plan, les rota- 
dons du corps autour de ces droites sont en raison inverse de leurs 
distances au foyer du plan. » 

23. (( Soit un plan P faisant partie du corps en mouvement; il y 
a à considérer, relativement à ce plan, son foyer, sa caractéristique, 

4.. 
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sa rotation autour de cette droite, et sa rotalïoii i/tif lUi-meiiîe autoiir 
de son foyer. Soit II la distance dti fojer à l'axe X, ts la distance de la 
caractéristique à cet axe» P l'angle que le plan fait avec un plan per- 
pendiculaire à l'axe X » ; il est facile de voir, en m repoliant au d^ 3, 
que ces quantités ne sont autres que OF^ m' fi, et le complément de 0. 

On aura donc, en remplaçant — par y 



e I 



. n = ;tangP, nT = -^^ », 
d'où 



et 



« ÎIts = -r =const.. 



5 = tang^P. » 



Si deux plans font avec un plan perpendiculaire à X des angles 
complémentaires, auquel cas 

tangP. tangP'= i, 
on a 

nn'= «rw' = -r = const., 



d'où Ton conclut que : 

« Si deux plans font avec Vaxe de rotation des angles complément 
taires, les distances de leurs foyers à Vaxe de rotation ont leur produit 
constant, et les distances de leurs caractéristiques au même axe ont 
aussi leur produit constant. 

)> Soient ù la rotation du plan P sur lui-même autour de son foyer, 
et (ù sa rotation autour de sa caractéristique. » La conjuguée de la 
caractéristique d'un plan éti^nt normale au plan en son foyer, repre- 
nons les formules 

(r-h û)û = — .^ „■ > (r-l- p)w = . ,^ ^. y 

^ ^^ sin(D, X) ^ ^^ sin(A, X) 

et remplaçons-y r -\- p par n -h w, sin(D, X) par sinP et sin(A, X) 



par cosP» Nous aurons^ eo observant que 



TT ^ * 

n = tr = - -r 



p sinPcosP 
les deux relations 

« i2==i/cosP, (i) = psinP; 

d'où 

fi2 _|_ (i^)2 _^ ^^2 __ consl. 

Ainsi, la somme des carrés des deux rotations d'un plan est con^ 
stante. » 

Si deux plans font avec un pUii perpendiculaire à X des angles 
complémentaires» auquel cas 

cos^P H- cos^F=:=sin*P + sin^F = i, 
on a 

œ -H û'' = 0)-* -4- w'^ =zv^ = const. ; 

d*où Ton conclut que : 

« 5/ deux plans font avec Vaxe de rotation des angles complémen-^ 
taires, la somme des carrés de leurs rotations sur eux-mêmes est con- 
stante, et la somme des carrés de leurs rotations autour de leurs carac- 
téristiques est aussi constante. » 

Par le point de rencontre de la caractéristique d'un plan avec une 
droite D du plan, menons une parallèle à X et appelons (^^ D) l'angle 
de la caractéristique et de D. Le plan de X et de la caractéristique est 
normal au plan donné (4)» et l'angle de X et de cette caractéristique, 
précédemment désigné par ô, n*est autre qtie le complément de P. On 
a donc, en appliquant la formule fondamentale delà trigonométrie 
sphérique, 

cos(D, X) = cos(w, D) sinP, 

et, en multipliant membre à membre cette égalité avec la suivante 

i^sinP = Gû, 
on en conclut ce théorème : 
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« 0«^ a/ïwf le plan P On mené une droite quelconque D, o/i aura 

u e/a/i/ la rotation auioui^ch la ï^araotérUti^uej eu {*^jl>y l'am^ieiquè 
cette caractéristique Jhivnvév là droite D; dé sôrtBifpûeypcÈBmteiaaqim 
plan nienê pat une méime Âti>ité'l%^^on'a > .- ' | ! f »viiv jhi iuj 
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CONSTRUCTION DE l'aXE DE ROTATION X QUAND ON CONNAIT 
LES DIRECTIONS DES TRASiK^TOIRES DCTROfS* PCnN'FS^DII^CORFSi 

I 

t< Soient a, 6, ^ les trois points ducorps. Les. plans menés par les 
points Uj by perpendiculairetnerit biik trajectoires .de ces points;, se 
couperont suivant une droite qui sera la oonjiigaèe dto lai (droite a6. 
On cherchera la droite qni tnesure la plus courte distance de cé^ deDx 
droites; elle s'appuiera sur Taxe cherché X, eCicUe.liti sera perpendi*- 
ciilaire. On déterminera de memé^ avec les deux points, a^ c ou bj, e^ 
une autre droite jouissant des méoies propriétés; Taxe X sera donc 
déterminé. » 



PROPRIÉTÉS DE l'hTPKRBOLOÏDE A UNE NAPPE. 

« Deux s^'stèmes de deux droites conjuguées D, A et D^ A' forment 
quatre génératrices d'un même mode de génération d'un hyperboloïde 
à une nappe. Réciproquement, quatre génératrices d'un hyperboloïde 
peuvent être prises deux à deux et être regardées comme formant deux 
systèmes de deux droites conjuguées relativement au mouvement in- 
finiment petit d'un corps solide. Il résulte de là que les propriétés des 
systèmes de deux droites conjuguées donnent Heu à des propriétés 
nouvelles de l'hyperboloïde à une nappe, propriétés dont la démons- 
tration directe ne serait peut-être pas sans quelque difficulté. 

» Soit donc un hyperboloïde à une nappe, et ne considérons que 
les génératrices d'un même mode de génération. Que, dans un plan 
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transversal ipené arbitrairement, on mène par un point des sécantes 
ont chacune rencontrera deux genéraiices;" ces génératrices, ainsi 
conjuguées deux à deija: ^ jwirQnt d/q touJ.es les propriétés de deux 
axes conjugués de rotation d'un corps. Par exemple, tout autre plan 
Iransv^n'sal reÉcontrera d«ux géjQ«rf^trJicea.OQt)juguée$ en deux points 
€^i seroiaKi ^n ligne droite avec un certain, point de ce plan. La droite 
qui mesurera la plus courte difitanqe de deux général rice3 conjuguées 
piassera par un même axe, auquel elle sera perpendiculaire; et les tan- 
gentes des angles que les deilx génératrices feront avec cet axe seront 
entre elles comme les distances de ces deux droites à cet axe, etc. » 



ANALOGÎHS EITTRE LSS ROOTiiTiaBrS p'UK CORPS AUTOUR DE DIVERS AXES 

ET LES SYSTEMES DE FORCES. 

24. Soit cd Tangle dont un point M tourne autour d'un axe Z dont 
il est distant de r;| il décrit un élément rectiligne perpendiculaire au 
plan MZ et ayant pour valeur <^r* Si le déplacement du point M ré- 
sulte de plusieurs rotations simultanées autour de différents axes, c'est 
en composant tous les éléments rectilignes issus de M qu'on aura l'élé- 
ment rectiligne définitivement parcouru. Portons sur l'axe Z une lon- 
gueur ^w, i désignant une constante, et supposons le corps sollicité 
par la force k(ù; le moment de cette force, par rapport au point M, 
sera Aor. Élevons en M une perpendiculaire au plan MZ et porlons 
sur cette perpendiculaire, dans le sens du déplacement du point M et 
à partir de ce point, une longueur égale à Awr. En composant tous les 
moments ainsi obtenus pour les différents axes, nous aurons le mo- 
ment principal des forces relatif au point M, et il est clair que ce mo- 
ment sera au déplacement total du point M comme ^ est à i. Ainsi : 

« Quand un corps éprouve un déplacement infiniment petit, résul- 
tant de plusieurs rotations simultanées autour de plusieurs axes, si 
Von porte sur ces axes des lignes proportionnelles à ces rotations res- 
pectiifement^ et quon considère ces lignes comme autant de forces qui 
solliciteraient le corps. Vêlement rectiligne décrit par chaque point du 
corps, en vertu de ce système de rotations simultanées, sera proportion^ 
nel au moment principal des forces relatif à ce point. 
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» If suit dé là que toutes les propriétés relatives aux rotations d'un 
corps aulQÛr de diverses droites, et aux espaces rectîlignes décrits par 
les points du corps, doniient lieu à autant de propriétés d^1^ système 
de forces, relatives à ces forces elles-mêmes et à leurs moments par 
rapport aux différente points de l'espace. 

» Ainsi les différentes propriétés relatives à deux axes conjugués de 
rotation, que nous avons appelés!) et A, s'appliqueront aux systèmes 
de dfi;:(. fQrcç9^..ppuvant remplacer uo autre système quelconque de 
forces. A l'axe K .de rotation du corps correspondra cet axe que Til- 
lustre auteur de la Théorie des couples ai appelé Vaxe central des mo^ 
ments; de sorte que, par exemple, nous pourrons dire que la droite 
qui mesure la plus courte distance des d^ux forces qui remplacent un 
système de forcea données rencontre toujours Vaxe central des mo- 
ments, et lui est [icrpendtculaire, quel que soit le système de ces deux 
JorceSf etc. ..... « , 

•i 

SUR LE PXI9rGIB^.j;>ES VITESSES VIRTUELLES. DIVERSES AUTRES ÉQUATIONS 
ASAXOGUES, f^l^fRlMAITT LES COITDITIONS d'^QUILIBRE, SOIT 1>'v^ STS- 
TGHC DE FORCES, SOFF d'uN SYSTÈME DE BOTATIOITS. 

^ • 

25. \K L'analogie qui a lieu entre un système de forces sollicitant un 
corps spUde libre et les rotations qui produisent un déplacement in- 
6nimçn( petit i^iffCorps conduit naturellement à une démonstration 
du principe des vitesses virtuelles qui montre comment la considéra- 
tion du mouvement et de l'inGni dans ce principe correspond à des 
considérations purement statiques. 

» Soient P, P',. . . les forces qui sollicitent un corps solide libre et 
qui se font équifrbre. Soient Q, Q', . . . d'autres forces quelconques. 
Considérons chaque force P et chaque force Q comme arêtes oppo- 
sées d'un tétralèdre, et représentons par 2tétr.(P, Q) ia somme des 
volumes de ces tétraèdres. Cette somme conservera la même valeur si, 
à chacun des deux systèmes P, P', . . . et Q, QS . . . , on substitue un 
autre systèniié de forces équivalent; et par conséquent cette somme sera 
nulle, car les forces P, P', . . . peuvent être remplacées par deux forces 
égales et directement opposées qui donneront lieu à deux sommes de 



I 
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tétraèdces égales et de signes contraires. Réciproquement, si la somme 
des tétr. (P, Q) est nulle, quel que soit le système des forces Q, Q',,.., 
on voit aisément aqe. nécessairement les forces P, P', . . . se font équi- 
libre. 

' ï ) .' t 

» Ainsi, la condition d'équilibre des forces P, P', . . . s'exprime par 

2tétr.(P, Q) = o, 

Q, Q', . . . formant un système de forces pris arbitrairement. Soit r la 
plus courte distance dés deux forces P, Q; l'équation devient 

2PQrsin(P,Q) = o. 

» Supposons que toutes les forces Q, Q', . . . aient été remplacées 
par deux seules, dont l'une dirigée suivant la force P; et soit q l'autre 
force. La somme des tétraèdres où entre P sera égale simplement 
à tétr.(P,^), ou Pqrrsin{P, q). Or q'rsin(P, q) est la projection sur un 
plan perpendiculaire à la force P, du moment de la force q par rap- 
port à un point de la force P. Si donc on* suppose que les forces Q, 
Q', ^ . . soient en* direction les axes de rotations proportionnelles à ces 
forces, le moment relatif à un point de la force P sera égal à l'élément 
rectiligne que ces rotations feront décrire à ce point. Soit/? cet élément 
rectiligne; la somme des tétraèdres où entre la force Psera donc égale 
à Ppcos(P, p). Pour chacune des autres forces P', . . . on aura une 
somme semblable; de sorte que l'équation d'équilibre deviendra 

2P/ïCos(P, /)) = o. 

C'est réquatioQd#S' vitesses virtuelles. 

» Ainsi, dans ce principe des vitesses virtuelles, les éléments recti- 
lignes qu'on appelle les vitesses virtuelles expriment les moments prin- 
cipaux d'un autre système des forces par rapport aux points d'appli- 
cation des forces proposées. » 

26. (( Si Ton conçoit que le corps auquel sont appliquées les 
forces P, P', , .. , , qui se font équilibre, éprouve un mouvement infini- 
ment petit, il aura m%e certaine rotation autour de chacune des forces ; 
B. 5 



1 



(34) 

cette rotation sera en raison inverse de la projection de la trajectoir0 
d'un point de cette force sur cette force. Soient donc d, d', . . • les rota- 
tions autour des forces P, P', . . • ; l'équation des vitesses virtuelles 

-T- = o. Ainsi nous dirons que 

» Quand plusieurs forces qui sont appliquées à un corps solide libre 
se font équilibre j si Von donne au corps un mouwment infiniment petite 
par suite duquel il épmuvera une rotation autour de chacune des 
forces j la somme de ces forces divisées par ces rotations j respective- 
ment^ est nulle; et réciproquement ^ si cette somme est nulle quel que 
soit le mouvement infiniment petit du corps, les forces se foront équi- 
libre. 

» Ainsi, l'équilibre d*un système de forces s'exprime par la consi- 
dération des rotations du corps autour de ces forces, de même que 
parla considération des éléments rectilignes décrits par des points de 
ces forces. 

M On peut exprimer de deux manières semblables l'équilibre d'un 
système de rotations qui sojliciteraient un corps; car ces rotations se 
feront équilibre si des forces dirigées suivant leurs axes et proportion- 
nelles à ces rotations se font elles-mêmes équilibre. » 
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